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P. K 

Meinen umfangreiclien Yerla^ auf dem Gebiete der Hathematiaelieix, 
der Teolmlaobea vmd N'atnrwissenscliB.fteii nach allen Rjchtnngeu hin 
weiter aussnbanen, ist mein Etet«s durch das Vertrauen und Wohlwollen 
zahlreicher hervorragender Vertreter obiger Gebiet« von Erfolg begleitetes 
Bemühen, wie mein Verlagglcatalog zeigt, and ich hoffe, dafi bei gleicher 
ünterätfitzung seitens der Gelehrten und Schuln^nnei' des"!» tlud AiA; 
landes auch meine weiteren Unternehmnngen Lehrenden und Lernenden 
in Wissenschaft und Schule jederzeit forderlich sein werden. Verlage- 
onerbieten gedi^^ner Arbeiten auf einschlägigem Gebiete weiden mir 
deshalb, wenn auch schon gleiche oder ähnliche Werke ilbbr denselben 
Gegenstand in meinem Verlage eischienen sind, stets sehr willkommen sein. 

Unter meinen zahlreichen Unternehmungen mache ich ganz besonders 
auf die von den Akademien der Wissenschaften zu München und Wien 
und der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen heraosgegebene 
Encyklopftdie der Matbematisohen WlsseuBohaften anfoierksam, 
die in 7 Bänden die Arithmetik und Algebra, dieAnaljsis, die Geometrie, 
die Mechanik, die Physik, die Geodäsie und Qeophysik iind €iB Astro- 
nomie behandelt und in einem SchluBband historische, philosophische 
und didaktische Fragen besprechen, sowie ein Generabegister zu obigen 
Bänden bringen wird. 

Weitester Yerbreitung erfreuen sich -die mathematischen und natur- 
wissenschaillichen Zeitschriften meines Verlags, als da sind: Die Mathe- 
Eaatiaahea Amtalen, die Bibliotheoa Mathematioa, das AtoMt der 
Mathematik und FhTeik , die Jahresberichte der SeutBohen 
Mathematiker -Tereinigung, die Zeitiohrlft fOr Mathematik und 
Fhyfdk, Organ für angewandte Mathematik, die Zeitaolirift für mathe- 
matisoheii und naturwisseaBohaftliohen TTnterricht, femer Natur 
und Bohule (Zeitschrift fOr den gesamten naturkundlichen Unterricht 
aller Schulen), die Geograpbiaohe Zeitsohrift u. a. 

Seit 1S6S veröffentliche ich in kurzen Zwischenräiunen; „Mit- 
teilungen der VerlassbuoUiandlung B. Q. Teubner^'. Diese „Mit- - 
teilungen", welche unen%eltlich in 30 000 Exemplaren sowohl im In- als 
anoh im Auslände von mir verbreitet werden, sollen das Pnbliknm, welches 
meinem Verlage Aufmerksamkeit schenkt, von den erschienenen, unter 
der Presse befindlichen und von den vorbereiteten Unternehmungen des 
Teubnerscheu Verlags in Kenntnis setzen und sind ebenao wie das bis 
auf die JCingstzeit fortgeführte jährlich zwei- bis dreimal neu gedruckte 
Verzeichnis des Verlags von B. Q. Teubner auf dem ftebiete der 
Iffathematib, der Teohnisch^n und Nat^i^wiqse^a(t]}aftan |nebet 
Qrenagebieten, 96. Ausgabe [XL uT 168 S. gr. 8^^ sowie' der Nachtrag 
1901—1903 [Xn u. 60 S.] zu diesem Katalog in allen Buchhandlungen 
unentgeltlich zu haben, werden auf Wunsch aber auch unter Kreuzband 
von mir unmittelbar an die Besteller übersandt. 

LiiFzio, Paststraße 3. 

B. G-. Teubner. 
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Vorwort. 

D«r Torli^ende dritte and letzte Band des Serret- Hamack- 
Boheo Werkes enthält ale ersten Teil die Lelue toq den 
gewöhnlichen Differentialgleiclinngen, als zweiten Teil die 
partiellen Differentialgleichnngen und die YariationBrechnong. 
Im Anhang igt zonädist aas der alten Anfl^^ die HfunsckBche 
Note über das Ezistenztheorem in der Theorie der Fonktioneu 
einer komplexen Veränderlichen wieder abgedmckt. Se folgen 
dann wie hei den beiden ersten Bändel Schlnlabemerkungen 
mit Litteratumachweisen nnd ein Regiater fttr den dritten Band. 

Der Stoff, welcher im vorliegenden dritten Baude behandelt 
wird, ist im grofäen tmd ganzen der alte gehlieben; wesentlich 
geändert ist aber die Disposition and infolgedessen auch 
vielfoch die Form nnd Anordnnng der Daretellxmg. 

Was den Inhalt des ersten Teils anlangt, bo beginnt dieser 
— um das Verständnis xa erleichtem — mit den Diflerential- 
^eichongen erster Ordnang. Das erste Kapitel bringt die 
Existenztheoreme and an sie anschlielsend eine wesentlich geo- 
metrisch gehaltene Diskassion der singniären Löaai^;en, das 
zweite Kapitel enthält die fiblichen Integrationsmethoden nnd 
nimmt dabei — die Bemerkimgen Hamacks verwertend — auf 
die geometrischen und die Ton Lie eingeftllirten Methoden be- 
sondere Kacksicht. Analog behandelt daa dritte Kapitd die 
Existenztheoreme nnd die eingaben LSsongOL von Differential- 
gleichongs- Systemen, wobei die Beziehungen zar geometrischen 
Theorie der Kurrenkongraraizen so weit berücksichtigt sind, als 
dies ohne zu weites Eingehen in ^chentheoretische ünter- 
snchongen möglich wu-. Das vierte Kapitel behandelt die 
elementaren Integrationsmethoden bei Differentialgleichnngen 
höherer Ordnang and bringt gegen die frühere Auflage nichts 
Neues. Das gleiche gilt vom ftlnften Kapitel, welch« die 
formale, elementare Theorie der linearen Differentialgleichnngen 
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entwickelt Erweitert ist aber die Darstellong der fonktiouen- 
theoretisciieii üntersaclinng dieser äleiohmigeii im sedisten 
Kapitel Hier wird zm^lchst die Ezistenz eines Fnndamental- 
syatems an einer r^a^en Stelle durcli Reihenentwickelimg 
bewiesen and sodann durch das analoge Yerfahren anch die 
Existenz einer PartiknlarlöBung an einer singnlären Stelle der 
Bestinuntheit. Das Anftreteo von Logarithmen wird wenigstens 
dxux;h Beispiele erläntert. 

Der zweite Teil behandelt im siebenten Kapitel die Theorie 
der partiellen and totalen DifFerentialgleichangeu erster Ord- 
nung, im achten ausgewählte partielle Differentialgleidiungeii 
höherer Ordnung. Beide Kapitel sind inhaltlich fast angeändert 
geblieben bis auf die nen hinzugefügten Existenzbeweise fOr 
Systeme von partiellen Differentialgleichungen im § 5 des 
siebenten EJ^pitels. 

Ganz neu bearbeitet ist di^egen das nennte E^pitel über 
Variationsrechnang. Eine systematische Darstelliu^ dieser 
Disziplin auf modemer Omndlf^e konnte in dem hier zar 
y^rfligang stehenden Baume natürlich nicht geboten werden. 
Es wurde Tielmehr wie im französischen Ordinale and in der 
ersten Auflage der Übersetzung als erreichbares Ziel fest- 
gebalten die Aufstelltmg der Differentialgleichungen and Grenz- 
bedingongen für den Fall einfacher Integrale unter Berück- 
siohtigung solcher Nebenbedingungen, die in den praktisch 
wichtigen Fallen Torzugsweise in Betracht kommen. Dagegen 
wurde, wie bisher, anf die Behandlung der Doppelintegrale und 
auf die Diskussion der Frt^e, wann eine Lösang der Differential- 
gieichimg wirklich ein Maximam oder Minimum liefert, also 
auf die Theorie der zweiten Variation und überhaupt der hin- 
r^chenden Kriterien, grundsätzHch verzichtet. In der Darstel- 
lung handelte es sich wesenÜich darum, dem Leser anstatt 
formaler Allgemeinheiten vielmehr einen klaren Einblick in 
das Wesen der Probleme and Methoden zu geben, und es 
wnrden daher, onbekfimmert um die Allgemeinheit, immer 
so viel Voraossetzm^en über die Beschaffenheit der rorkom- 
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Vorwort. y 

menden Ftmktioneii gemacht, wie zu einem gleiclizeitig ein' 
faclien and abrengen Beweise erfordeiüch schienen. Die einzelnen 
Probleme worden immer erst im ein^cheten Falle behandelt 
und doroh Beispiele erlüntert nnd erst nachtri^lich auf all- 
gemeinere FSMe aiugedehnt. 

Von einer Bearbeitung des ZahlbegrifFeB und der damit 
im Zasammenhang stehenden prinzipiellen Fragen, wie sie 
ursprünglich fOr den Schluls des Werkes in Aassiclit ge- 
nommen war, ist aus verschiedenen Rücksichten rorläufig ab- 
gesehen worden. Es wird Tielmehr beabsichtigt, eine Darstel- 
lung dieser Gegenstände iu die bevorstehende Neuanü^e des 
ersten Bandes an geeigneter Stelle aufzanehmen. 

Die am Ende gegebraien „Bemerkungen" sind hauptsäch- 
lich dazu bestimmt, dem Studierenden, der einzelne im Text 
nur gestreifte Probleme weiter zu verfolgen wünscht, durch 
Litteratamachweise Gelegenkeit zu eingehenderem Studium zu 
bieten, nnd es wurde unter diesem Gesichtspunkte solchen 
Lehrbüchern, die sidi zur EinfShrung in die betreffenden Ge- 
biete eignen, vor den Originalarbeiten, die meist eine grd&ere 
Beife voranssetsen, der Vorzug gegeben. 

Das neunte Kapitel Über Traiationsrechnnng sowie der 
gesamte Anbimg sind der Hauptsache nach von dem zweiten 
Unterzeichneten allein bearbeitet worden, nachdem der erste 
Herausgeber seit dem Herbst 1902 seine akademische Thätig- 
keit mit einer praktischen vertauscht hatte. 

Herrn Dr. Blumenthal, der uns bei den Korrektoren be- 
reitwilligst unterstützte, sind wir zu grofsem Danke ver- 
pflichtet, sowie auch Herrn cand. matb. Schimmack, der uns 
eine Sammlung von Berichtigungen zu den früheren Bänden 
zur Verfügung geteilt hat. 

Berlin und Göttingen, im Januar 1904. 

G. Bohlmaim. E. Zennelo. 
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Inlialtsyerzeiclmis. 

Erster Teil! 
Gewöhnliche Dlfferentlalf^leiehnn^n. 

Erstes Kapitel 

Allgemeina Theorie der Differentialgleichungen 
erater Ordnung. 

Seit* 

S 1. Grundbegriffe. S6T. Eiuteilniig der Differeutialglei- 
chnngen. — 668. Die Differentialgleichiuig erster Ord- 
nung. — 6G9. Geometrische Dentong 3 — 6 

g 2. Das Eiiateaitheorem. 660. Die Differentialgleiolrnng 
y = f{x, y). — 661. Existenz der implioiten Funktion. — 
669. Die impUcite Funktion von mehreren Variabelen, — 

665. Die Diffeientialg]eiohnng F(x, j/,j/) = 6—16 

g 3. Singulare LCsnngen. 664. Der Begriff der singu^en 

LCsung. — 666. Erledigung des Falles j/ = f{x, y). ~ 

666. Die Diekriminanteuknrve. — 667. Geometrische Deu- 
tung. — 668. Beziehung inm allgemeinen Integral. — 

669. Die Dlgkciminantenkufre als Ort der Spitzen, — 

670. Qleiohzeit^ singulare und partiknlare Losungen . . 16—26 

Zweites Kapitel. 

Integrationamethoden bei DifferenUalglelohangen 
erater Ordnung. 

§ 1. Grundbegriffe. 671. Trennung der Yariabeleu. — 

673. Beispiele. — 6TS. Die homogene Differentialgleichung. — 

674. Ein Beispiel. — - 676. Die lineare Differentialgleichung. — 
676. Beispiel I. — 677. Beispiel H. — 618. Differential- 
gleichungen, die auf lineare zurnckföhrbar sind. — 679. Die 
Trujektorien, — 680. Erste« Beispiel — 681. Zweites Bei- 
spiel. — 682. Drittes Beispiel 27—11 

g 3. Die Additionstheoreme. 683. Der Logarithmus. — 
684. Der Arcns Tangens. — 686. Der Arcus Sinus. — 
686. Das elliptische Integral erster Gattong. — 687. Ellip- 
tische Ftmktionen 41 — 60 

g 8. Der Multiplikator. 688 Begriff des Multiplikators. — 
689. Satz I. — 690. Folgerungen. Satz U, III. — 691. Die 
homogene Gleichung. — 692. Die lineare Gleichung. — 
698. Bin letztes Beispiel 60 — 68 
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g 4, Differentialgleichungen, die auf projektiTen SrttB 
TranafonuBtionen baBieren. 691. Die Differeutial- 
gleichong, deren KoefGnenteu lineare homogene Funk- 
tdoneu dnd. — 696. Int^i»tian derselben Gleichnng nach 
einer neuen Methode. — 696, Die Koeffizienten iind all- 
gemeine lineare Funktionen. ~ 697. Die allgemeine Bicca- 
tieohe Gleichung. — 698. Die Bpezielle Biccatische Glei- 
chung. — 699. Eine Transformation. — 700. Integrabele 
Fälle. — 701. Die JacobiBche DiffeTentialgleichung. — 
702. Homogene Variabele 68—81 

§ 6. Die infinitesimale Transformation. 108. Begriff 
der infiniteBimalen Transformation. — 704. luTarianb 
gegenüber einer infiniteBimalen Tranafonnation. — 706. An- 
wendung auf DifFerentialgleichnngen. — 706. Geometri- 
Bohe Bedentnng des Multiplikators. — 707. Beispiele. ~ 
TOS. Die projektiTen Tranaformafdouen der Geraden. — 
709. Die projektiTen Transformationen der Ebene . . 82—98 

§ 6. Differentialgleichungen, die auf Berflhrnnga- 
transfoimationen baeieren. 710. Einige einfache 
integrabele Fälle. — 711. Die Clairautgche Gleichung. — 
712. Die Dualität als Berfibrangstranaformation. — 
TIS. Zweites Beispiel einer Berübrongstransfoimation. — 
114. Anwendung auf Differentialgleichungen. — 716, Erste 
Anwendung, — 716. Zweite Anwendung. — 717. Dritte 
Anwendung 98—112 

Drittes Kapitel. 
DifferentialBleiohniigezi hdlierer Ordnung 
und Syatome von SffFarantlalKleioh'anjjem. 
§ 1. SjHtemeTonDifferentialgleichnngeuersterOrd- 
nung. 718. Definitionen. — 719. Das Existenztheorein 
fflt das nach den Ableitungen aufgelöste Sjstem. — 

720. Implicite Funktionen Ton einer Tariabeleu. — 

721. Implicite Funktionen von mehreren Tariabeleu. — 
7 SS. Daa Exiatenztheorem für daa allgemeine Syatem 

erster Ordnung 118—121 

§ S. Die Integralgleichungen eines Sjatema erater 
Ordnung. 728, Tollatändige Systeme Ton Integralen. — 
724, Die Determinante zweier Funktionen. — 725. Die 
Detenninante tod beliebig vielen Fnnktionen. — 726, An- 
wendung auf die Integrale. — 727. Eine partielle 

DifTerentialgleichung 131 — 181 

§ 8. Singulare LOaungen einea Sjatems erster Ord- 
nung. 728. Die Diakriminantenflache. — 739. Die Brenn- 
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flache. — 780. Einfflohe Beispiele. — 781. Das der Brite 
Clairaatiiohen Öleichnng on&log^ Sjrtem. ~ T88. Die 

Normalen einer Fläche 188—147 

g 4. Differentialgleichungen höherer Ordnang. 
7SS. ZnrÜokfShnuig anf ein Systetn enter Ordnang. — 
784. Die Integration einer Differentialgleichimg höherer 
Ordnnng, — 786. Singiil&re Losungen. — 786. Eia Bei- 
spiel von Lagnuige. — 737. Eine besondere Klasse TOnDiffe- 
rentisJgleichnngen. — 788. Erstes Beispiel. — 789. Zweites 
Beispiel. ■=- 740. Drittes Beispiel 147—162 

Viertes Kapitel 

Die IntegratloiL der Dlfferentiiilglelohuiigen 

bSbsrer Ordnang. 

§ 1. Einfache F&Ue. 741. Wiederholte Quadraturen. — 
74S. Neuer Beweis des Tajlorgohen Satzes. — 748. Glei- 
chungen swischen y' und y" allein. — 744. Ein Bei- 
spiel. — 746. G-leiohnngen zwischen yi") nnd ^n -i- 
allein. — 746. Gleichungen iwiachen y und y" allein. — 
747. Anwendung anf das Prohlem der freien Schwin- 
gungen. — 748. Qleichungen zwischen yi" — ■) nnd ylß) 
allein. — 749. FUle, in denen sich die Ordnung der 
Differentialgleichung erniedrigt. — 760. Gleichnngen, 
die in y und seinen Ableitnngen homogen sind. — 
761. Qleichongen zweiter Ordnnng, die in z, y nnd den 
Differentialen homogen sind 168 — 179 

% 8. Geometrische Anwendungen. 768. Erste Angabe. 
— 768. Zweite Aufgabe. — 764. Dritte Aufgabe. — 
765. Vierte Aufgabe. — 766. Fflnfte Au%ahe. — 767. Sechste 
Au^be. — 768. Siebente Aufgabe. — 769. Achte Auf- 
gabe J79— 198 

3 8, Sonstige Integrationamethoden. 760. Der Multi- 
plikator einer Differentialgleichung höherer Ordnnng. — 
761. Ein Beispiel von Enler. — 763. Integration durch 
Differentiation. — 768. Ein Beispiel — 764. Ein Beispiel 
snr Integration eines aimnltanen Systemes 198 — 301 

Ffinftes Kapitel. 
Idneare Blfferentlalsleiohiuiseii. Ornndlaffen. 
g 1. Zusammenhang der Tollständigen LOsnng mit 
den partikularen. 766. Definitionen. — 766. Reduk- 
tion der Ordnung. — 767. Ableitung nener LOsongen ans 
bekannten. — 7S8. Das FnndamentalsTstem. — 769. Inte- 
gration der nicht homogenen Gleicbnng nach Lagrange. 
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— 770. Integration der nicht homogenen Qleichong nach Baita 
Canchj. — 771. Redaktion der Ordnung durch parti- 
knlftre LOaangeii. .Erste Metbode. — 773. Bemerkangen. 

— 778. Reduktion der Ordnnng. Zweite Methode. — 
774. Anvendnng auf Gleichqngen zweiter Ordnung. — 

776. Ein Satz TOn Stnnn 203—294 

§ 3. Konstante Eoeffiiienten. 776. Die chaiakte- 
riatische Gleichnng., — 777. Das Fnudamentalsjatem. 

— 778. D'Alembert« Methode. — 778. ünterscheidTuig von 
reellen und komplexen Wnrzeln. — 780. Ansdeluinng der 
Integratlonamethode täi konitante Koeffizienten auf einen 
Fall von variabelen EoefBiienten. — 781. Nicht homogene 
Qloiohiingen mit konstanten Koeffizienten. — 782. Bei- 
spiele. — 788. Spezielle Pille. — 784. Ein Gleiehnngg- 

typns, der anf konstante KoefiBzienten zorfickfOhrt . . 334—387 
% 8. Lineare Systeme. 785. ElUminationen, erl&ntert an 
Beispielen. — 786. Systeme , die anf lineare zurückföliren. 

— 787. Das allgemeine Sjstem zweier Qleichnngen mit 
2wei Unbekannten. — 788. Integration des Sjstemes f on 
2 Öleicbnngen bei konstanten Eoeffisienten. — 789. Bei- 
fipiel — 790. Das allgemeine System von beliebig vielen 
Qleichnngen. — 791. Das FondamentalHjstem. — 
793. Integration eines Systemes mit konstanten Koeffizien- 
ten. Erste Methode. — 79S. Integration nicht homo- 
gener Systeme nach Lagrange. — 791. Integration eines 
Syatomes mit konstanten Koeffizienten. Zweite Methode. 

— 79Ö. Ein Satz von Jacobi 287— 2B7 



Sechstes Kapitel. 

Zilneare SifferenttalKleiQhnngen. Inteer^tion 
dnrcb Reihen oder beatimmte Integrale. 

g 1. Beihenentwickelongen in der Cmgebnng einer 
regolären Stelle. 766. Pormnlierong des Ejästena- 
tbeorems. — 797. Die HiUsgleichong. — 798. Konvergene- 
beweis 3&8~S6S 

§ S. Beihenentwickelnngen in der Umgebung einer 
singnl&ren Stelle. 799. Frageatellang. — 800. Bei- 
spiel. — 801. Ananahmefall. — 803. Transfonnation der 
Tariabelen. — 808. Spezialfall. — 804. Die spezielle 
Biccatiflche Qleichnng. — 806. Die detenninierende Glei- 
chung. — 806. Bekursionsformel. — 807. Torbereitongen 
znm KoDvergenzbeweis. — 808. Hilfsdüferentialgleichiuig. 
^ 809. Beendigung des Eonveigenzbeweises, — 810. Bei- 
spiel 383-279 

8*ii<t, DUL- o. Integnl-ReohnaDg. III. 1. Aufl. a* 
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X InhaltBTerzeiclmis. 

8 S. Weitere Beispiele. 811. Erstes Beispiel — 81!. Ein Beiu 
beconderer Fall. — 613. Ein neaer SperiaJfall. — 
814. Schlnls des Beispieles 379—286 

§ i. BeKiehangeu zwischen Differentialgleichungen 
und bestimmten Integralen. Bommation von 
Reihen durch Differentialgleichungen. 816. Dar- 
atellnng van Losungen dnich bestimmte Integrale. Erstes 
Beispid. — 816. Zweites Beispiel. — 817, Berechnong 
bestimmter Integrale durch Diffeientialgleicfanngen. — 
818. Stunmation einer nnendlichen Reihe dnrch eine 
Differentialgleichung S86 — 394 



Partielle Differenttalgleichniigeii 
und Tariationsrechnang, 

Siebeotea Kapitel. 

Dl« partiall«ii xind di« totalen Diffarential- 
gleiohimgeii erster Ordnnng. 

§ 1. Einfache F&lle. Lineare partielle Differential- 
gleichungen. 819. GrandbegrifFe. Ein einfaches Bei- 
spiel. — 8S0. Zweites Beispiel. — 821. Die linearen Glei- 
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Erstes Kapitel. 

Ällgemeiae Theorie der Bifferentialgleichnngeii 
erster Ordnimg. 



§ 1. Onindliegrlffe. 

667. Elntellimg der Differentlala^ciidniiigeii. Jed« Qlei- 

chnng, welche mehrere Yariabele enthält, and in welcher die 
Differentiale oder die Ableitungen dieser Variahelen Ton 
irgend welchen Ordnangen Torhommen, heiÜst allgemein eine 
Differenikdgleiehung. ffingen die Variabelen, welche in eine 
Differentialgleichung eingehen, nur Ton einer anei^en unter 
ihnen ab, so ist die Gleichung eine gewÖfmliehe IMfferential- 
gleifivimg. Wenn dagegen die abhängigen Variabelen Fnnk- 
tionen von mehreren onabhängigen sind, so heilet die Olei- 
chmig eine partielle oder eine totale Difftrentiolgleiehtmg , je 
nachdem die partiellen Ableitnngrai oder die totalen Differen- 
tiale der Variabelen, welche als abhängige zu betrachten 
sind, anftreteo. 

Statt einer Differenüalgleichimg kann man aach mehrere 
betrachten, welche gleichzeitig gelten sollen. Man spricht dann 
von einem Systeme awmitaaer Differentialglei^tumgen. Die 
hödhste Ordnnng der Ableitungen, die in einer Differential- 
gleiehni^ oAtx in einem Systeme auftreten, heilst die Ordnung 
der Differentialgleichni^ oder des Systems. 

Eine Differentialgleichung oder ein S;f8tem von solchen 
integrieret heifst die Funktionen finden, die die Gleichung 
oder das System tdenÜscÄ, d. h, für beliebige Werte der nnab- 
hüigigeii Variabelen, befriedigen. Die Gleichungen, welche 
die Integration leisten, heifsen Int^cUgleidim^en oder Integr^e^ 
die gesnohten Funktionen Löstmgen der Gleichung oder des 
Systems (tsi^L Nr. 658, 723 und 734). 
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Wir beflchr&iikeii uns in diesem und dem folgendea Espitd 
auf den Fall einer einzigen Differeotialgleiohiuig enter Ordnung 
mit einer nnsbhingigen Tind einer abhängigen Veränderlichen. 

6B8. Die Diffarantlalgleialinng erater Ordnung, Die 
Differentia^eichung erster Ordnong hat die Form: 

(1) F(f,,,)')-0; 

X aoU hier als unabhängige, y als die abhängige Yei^deriidie 
betrachtet werden nnd y' die Ableitung Ton y nach x bedeaten. 
In Kr. 77 des ersten Bandes wnrde gezeigt, wie dnrcb Elimi- 
nation Ton willkürliclim Konstanten DifFerentialgleiohangen 
entstehen. Im besonderen fflhrt eine Gleichung mit einer will- 
kfirlichen Eonstanten d 

(2) ff(i»,y,C)-0 

2U einer Differentialgleichung erster Ordnung, die also die 
Form (1) hat. Differentiiert man nämlich die Gleichung (2), 
so wird: 

und die Diffierentialgleichimg erscheint als das Kesultat der 
Elimination Ton C aas (3) nnd (3), (2) als ihre Iidegri^eü^mmg. 
Hat man nun umgekehrt za der gegebenen Differential- 
{^eidinng (1) auf irgend einem Wege eine Gleiohang der Form 
(2) gefunden, so ist (2) eine Int^ralgleichong ron (1), and 
zwar beükt sie v(Mtiäatdig oder aügemem, weil sie die will- 
kürliche Eonütante G enthält. Bestimmt wird die willkflrliche 
Konstante durch die „Anfangsbedingungen". Verlangt man 
nämlich, dals für einen gegebenen Wert x — Xg der nnab- 
häng^en Voriabelen, y einen TOrgeeehriebenen Wert y^ annimmi^ 
so ist C aas der Gleichang: 

za berechnen. 

Die einem speziellen Werte der Konstanten entsprechmde 
Integralgleicbang helM eine parWadare Integralgleichung. Er- 
scheint die lutegralgleichiu^ nach der willkürlichen Konstanten 
aalgelöst in der Form: 
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80 nennt man die Funktion ^ ein Ini^dl. Ist sie naoti der 
abhängigen Variabelen aofgelöBt: 

y-tp{x, C), 

80 nennt man tp eine Lömng der Differentialgleichni^. Je 
nodidem C willkürlich gelaasen oder speziell gewählt wird, 
nmnt mau das Integral oder die Lösong eine vc^lständi^e 
(aach aUgemeine) oder eine pcM'Ufailare. Integralgleichungen, 
Int^^rale nnd LÖBnngen, die nicht dnrch Spezialisierung der 
willkürlichen Eonstanten gefunden werden können, heilseu 
singidäre. 

Es erhebt aich nun allerdinge die Frage, ob eineDifierential- 
gleichung auch solche Integralgleichungea hesitei Dies werden 
wir später untersuchen. Vorerst wollen wir die geometrische 
Bedeutung einer Differentialgleichung erörtern. 

eB9. QeometrlBdhe Dentnng, Deutet man die redien 
Variabelen a:, ^ als rechtwinklige Koordinaten der Ebene, so 
wird durch jede O^leichnng zwischen x und y eine Eorre, 
dnrch das allgemeine Integral (3) also eine ein&ch imendliche 
Büurrensehar mit dem Parameter C dat^stellt. Die Anfangs- 
bedingung (2") drackt dann ans, da& onsere Integr^kurre 
dnrch einen TOi^eschriebenen Punkt (a^, y^) gehen solL Da- 
g^en giebt die Differentialgleichnng (1) eine Beziehung zwischen 
den Koordinaten (x, y) eines Punktes auf einer Int^p^lknrre 
nnd der zugehörigen Tangentenrichtong, die durch den Wert 
Ton y' bestimmt wird. Hierbei ist es zweckmäCsig, den Begri£F 
des Lmiendemenies einzufahren. 

Unter einem Limendemente {x,y,p) versteht man die 
geometrische Figur, welche aus einem Paukte nud einer durch 
ihn gehenden Geraden besteht, wobei man mit {x, y) die rechte 
winkligen Koordinaten des Pouktes oud mit p den Tangens 
des Winkels bezeichnet, den die Gerade mit der positiven 
fC-Aze büdet. 

Betrachtet man im besonderen einen Punkt auf einer 
Kurve, so kann man die Gerade des Linieoielementes mit der 
Tangente im Knrveupnukte zusammeuMlen lassen, also p = y'. 
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setzen. Dann heÜBt (x, y, y') ein Zinünfileme»^ f2er £ur«e. 
Die Ebene enÜiält also dreifach tmendlieh Tiele, oder, wie 
]rig. L Tosa. Bckreibt, oo' Liniraielemeute, die 

Linienelemente einer Karre bilden eine 
einfadi nnendliolie Schar. Eine Gleicdiung 
(la) J'(a:,j/,j)) = 

sondert aas den oo' Linien^ement^ 
der Ebene oo* bevorzugte ans, and die 
Aufgabe, die Differentislgleichimg (1) 
za integrieren, kommt darauf hinaus, 
die Kurven eu bestimmeu, denen diese bevorzugten Linien- 
elemente angehören. Ein allgemeines Integral (2) der 
DifEarantialg^ichong findm, heiürt, dieee oa* Linienelemente 
ZQ einer einfa<^ anendlichen Schar von je oo' Linienelementea 
anordnen, die immer die Linienelemente einer Eorve bildoi. 
Jede solche Kurve heilst eine Ivit^rdikvijrße. 

Die soeben vorgetragme geometrische Interpretation ist 
ihrer Natur nach anf den Fall beschränkt, dab die Tor- 
ktHunenden GTÖlsen sämthch real sind. Es ist aber beqD«n, 
lue geometruohe Redeweise gelegentlich aut^ dann beizubehalten, 
-wextn X, y, y' oder p imaginäre nnd komplexe Werte annehmen. 
Man spricht dann von imagimlren Punkten, Kurven, G«raden, 
Bichtnngen, Linienelementen. 



% 2. Das ExistenzUieorem. 

860. Di« Dlflbrentialgleichmig y'=f(x,y). Wir wenden 
nns nunmehr zur Untersuchung der in Nr. 658 auf^stellteo 
Frag«, ob zu einer voi^elegten Differential^eichnng auch 
immer eine vollständige Losung oder eine partikulare LSsung 
mit willkürlich vorgeschriebenen An&ngswerten gehört. Wir 
beschiSnken ans dabei zunächst auf den Fall, wo die Glei- 
chung nach y' aufgelÖBt, also in der Form gegeben ist 

Die YuiabeleoL x, y Aooktsa wir raur dabed au^iohst kom- 
jdex, «m ÄTumhlnfti am di« Sätze der FonktionenÜieorie 
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(Nr. 639— 643) za gewimieai, und kSnnen so dM folgende 
!nieorem bewei«»!: 

Saig I. Es sei f(x, y) eine amaliftische F\aiIe^on ^er 
beiden Jrgvmenie, wdche in der Umgebttng der BteUe x = x^ 
y = ya regulär ist. Dtmn giebt es immer eise ^md nw eine 
analgtia^- Fut^cHon y von x, x^= fp{x, y,,), i^che in der JJm- 
gd»mg der Si^ie Xf, regulär ist, der Di/fereniidlffleichung 
y'= f{x, y) genügt and ßr x = Xf, den Wert ^^ annimmt. 

Ben Befreie dieees Satzes fahren wir so, da& wir zq- 
näclist für y eine ßeihenentwickelung nacli Potenzen tob 
X — Xo rein formal ansetzen, dann die Koeffizientrai berechnen 
und hieranf die Konvergenz der erhaltenen B«ihe nach- 
weieen, 

Soll nämlich die analytische Funktion y ron x in der 
Umgebting von x^ regulär sein, so gilt dort nach Nr. 872 
die Taylorache Eptwickelnng: 

(2) »-!(.+ »'.(«-«i,) + J'".*Tf^+-' 

wenn y^, y'^, y'\, .... die Werte der Fnnktion ond ihrer 
sticcessiTfin Ableitungen an der Stelle x^ bezeichnen. 

Mit der Diä^rentialgleichnng (1) mUsBeu aber anch die 
Bämtliohen durch Differentiation aus ihr entstehenden Glei- 
ehnngen in der Umgebung von a:^, alßo auch an der Stelle a;, 
selbst erfüllt sein: 

.■".-(S)+K^,)/.'+(S)/.*+a^; 

Dabei sind die eingeldanunerten Äns^ficke, wie der 
Index andeutet, an der Stelle x ^ x^, y='yn ^° nehmen. 
AoB diesen Gleichungen kann man die Werte von y', y'\, . . . 
saccessiTe eindeutig bestimmen, sobald x^^ und y^ g^ben 
sind, und daran« folgt, daJb die Funktion y, wenn sie Über- 
haupt existiert, nur eme beatimmte sein kann. 



(3) 



«»"•' 
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Demnach hat man zweierlei zn beweisen: erstens, dab 
die Reihe auf der rechten Seite der Gleichong (2) konvergent 
ist, solange der Betrag Ton x — x^ kleiner bleibt als eine 
positire Zahl r, wenn die £oe£Gzienten y'fy, y''^, . . . rer- 
mittdst der Gleiohongen (3) bestimmt sind; and eweUena, 
da& diese Fonktion y in der That der BifFerent^algleidtung 
genOgt, Gehen wir nun zonächat za dem ersten Teil des 
Satzes über. 

Wir bezeichnen mit M den grS&ten Wert, den | f{x, y) | 
annimmt, wenn x nnd y auf den Bereich: 

\!e-x^\<r, |y-%l<P, 

in welchem f(x, y) noch ansnahmeloa regnlilr sein soll, be- 
schränkt werdrai. Femer setzen wir: 

(4) ^(a:, 1 



nnd betrachten die DifFerentialgleichai^ 

(6) l'-£-*(i«.<l)- 

Wir behaupten nnn, dals, solange { x — a;^ { eine ge- 
wisse Grenze nicht überschreitet, eine nnd nor eine analjtische 
FonktioQ 7j ron x existiert, die der Differentialgleichung (5) 
genügt nnd sich für x='X^ auf y^ reduziert. Die Gleichung (6) 
lä&t sich anf die Form brii^en: 

die man, wie leicht zn sehen, dnrch Differentiation der 
Gleichung 

(«) (•l-!«.)-^^+Jlf--!(l-i^)-0 

gewinnt. Diese Int^ralgleichnng ist vom zweiten Grade in 
Bezug anf ^ ~ ^o t^^*^ '^^ ^^ LSsung: 



(6.) i=&_i±yi + M!ii(i_izÄ). 
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H ist also eine aoalytiBclie Funktion Ton x nud Tflgalär in 
der TTmgebang Ton x='X^. Soll dabei, für x = Xa, V den 
Wert yd atmebmen, ao avala der Quadratwurzel das nutere 
Zeichen erteilt werden, and ee folgt die Entwiokelnng: 

1? = »0+1? 0^1 1- V a äi (-■-• 

Der Radikand in (6a) iat regniär nnd Ton NoU Ter- 
schiedrai, solange 

\x-x^\<r'=r-{l- e~i^) < r 

ist. Die Bleibe (7) konvergiert also innerkalb eines um x^ 
mit dem Radins r' beBckriebenen Kreises. 

Die Eoe^ienten ri'a, r)"g dieser Entwiokelnng gewmnt 
man, indem man die Werte s = Xo, rj=-=y„ in daa System 
snbstitniert, welclies aus der Gleicbong (5) nnd den dnrcb 
Differentiation ans ihr abgeleiteten besteht, nämlich: 

'".- (H) +(!?)/.. 



(8) 



Nach Gleiohmig (6) der Kr. 656 üt aber für alle 
i, (t-0, 1, 2...: 



8^ 8s» lo^V 81:' 8»,' /« 



Vergleicht mau daher das System (3) mit dem Systeme (8), 
BO ergiebt sich snccessive: 



Nach dem Lehrsatz 111 der Nr. 103 konvergiert daher 
die Reihe (7) ebenso ^e die Reihe (2) in dem Kreise 
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mit dem BmUqb r', d. h. fOr alle x, die der Bedingong ge- 

(9) |a!-iro|</=f(l-r»^). 

Eb ist nnn nocli en zeigen, äaSa die dureti Gleichmig (3) 
definierte Funktion tf auch der Differentialgleichnng (1) ge- 
ntigt Durch Differentiation Ton (2) findet man: 

(2') >'-!«'.+ j'V^ + »"'.-^^"+- 

Andreraeite ist f(x, y), wenn man fOr y die Reilie (2) 
einsetzt, eine analytische Funktion von x allein, deren 
BuocessiTe Ableitungen ^ x = x^ wegrai (3) mit den Werten 
Voi y\t y'o) ■ ■ ■ fitwrainntiinmBn Es wird daher allgemein: 

«■'-(^^).=*^"' "■■"■'•' •• 

und mithin geht (2') Über in: 



Also ist y ein Int^^ der Differentialgleichting (1). 

Hiermit ist der Säte dieser Nummer, also das Existenz- 
theorem für den Fall, dals die Differentialgleichung nach y' 
aufgelöst ist, bewiesen. Dabei ist noch folgendes zu beachten. 

Das Existenztheorem liefert uns zunächst eine parti- 
kulare Z/ÖBung mit den Aüfangswerten (x^, y^. Da aber diese 
keiner anderen Beschränkung unterliegen, als dab f in ihrer 
Umgebung regulär ist, so darf y^ abgesehen Ton dieser Be- 
dingung toülkürlich gewählt und daher als die willkürliche 
Konstante einer vollständigen LSsung (Nr. 658) aufge&fst 
werden. Wir sehen daher, dafs eine Differentialgleichung erster 
Ordnung, welche ron der Form (1) ist und den YorauBBetznngen 
des Existenztheorems genügt, immer eine und nur eine ana- 
lytische LöBung y = 9> («, So) besitzt, die sich in der Umgebung 
TOn x^ regulär verhält und ^r x^x^ einer wüüeä/rlv^ vor- 
gesohriebenen An&ngskonstanten gleich wird. Da die Lösung 
nur ein j^ezieUer Fall der Integralgleichong ist, so ist die 
Existenz von solchen ebenfalli bewiesen, die Existeni; der Inte- 
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grale ^r. 658) werd«n wir aber erst sekr Tiel sp&boi (in dw 
Theorie der partielien Different^Igl«iohaiigffii) and ^eödi 
allgemeiii fOr ii^eud ein System von DifferentdalglBiQiuutgaD 




Natürlich gilt tmaer Satz, den wir fOr ftompkxe Yanabeleii 
bewi^en habem, im faesondenL auch fOr reelle Verimdeiüche' 
Ist nämlich f(x, y) eine reelle Funktion der reellen Variabeleo 
X, y, die durch eine Potenzreihe gegeben wird, bo gelten die- 
selben Formeln, und «b beBbimmen sich die Koeffizienten der 
Beihenentwickelongi' (2) aaa dem Systeme (3) ebenfftlls als 
reelle Zahlen; wir erhalten so, geometrisch gesprochen, ein 
St&ck der durch den Punkt Mg(x^, y(,) gehenden Integralknrve. 
Andrerseits kann man einen Funkt M^ (x^, y{) s^,. i. 

des so gewonnenen Eurrenfitückes als neuen 
An&i^Bpunkt wählen und auf diesen wieder 
das Verfahren des EiiBtenztiieoremB an- 
wenden. Auf diese Weise können wir die ; 
Integralkurre bo weit forisetsen, bis wir zu ; 
einem singulären Punkte der Funktion ^^I 
f(x, y) gelangen. Wir sind also imstande, - — ~" 
einen ganzen Bereich der Ebene, in welchem f{x, y) r^nlSr 
ist, mit Int^ralknrren zu ereilen. Die Figur 2 erläutert dies 
Verfahrffli. 

661. Eziatenz der implloiteu Funktion. In Nr. 187 wurde 
bei der Betrachtung der impliciten Funktion 
(1) f(«,?)->0 

darauf hingewiesen, JaÜB der Beweis f&r die Exietoiz einer 
solchen Funktion erst nachträglich Termittelst der Theorie d«- 
Differentialgleichungen ToUstäadig geführt werden würde. Dies«- 
Nachtrag soll jetzt geliefert werden, indem wir das ft^gende 
Theorem beweisen. 

Säte IL Es sei F{x, y) eine ainalyiia<^ Funkütm der 
Iton^Aexen Veraaderliche» x tmä y, die swA m der ümyänamg 
der SkMe a: = a^, y =■ % Teg^Mf verhaU; an dersdbm 8ie^ 
(«oj J/o) *^ i^ = 0, aber nicht ^^- = 0, Alsdann githt es eine 
ufK2 nur ^ne analytische Funktion y von x, wdche in der Um- 
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gäntng der Stdle Xq regulär ist, für x = Xo den Wert y^ tm- 
mmmj und, m die Gleiehtatg F = eingesOet, diese identisch 
h^riedigt. 

Wenn eine Funktion y von der verlangten BescliafFenlieit 
«ziBtieit, BO mala sie mit der Oleichnng (1) aacb die darch 
Differentiation nach x entstelieude Gleioliang erfüllen: 

(2) r=r. {x, y) + !/ n ("!. y) - 

°^*^ TP< /* .i\ 

'■''-> ''—■Mi- 

wenn mit F'^ nnd F'^ die partiellen Ableitungen der Funktion 
F nach X und y beseichnet werden. Nnn ist aber die rechte 
Seite wieder eine analytische Funktion von x nnd y (Nr. 654) 
nnd regulär in der Umgebung der Stelle (xg, y^), weil der 
Nffioner F'y nach unserer Annahme dort nicht verschwindet. 
Also genügt die Differentialgleichung (2) den YorauBsetznngen 
unseres Existenztheorems der vorigen Nummer, und mithin 
besitzt sie ein analytisches partikulares Integral y, das in der 
Umgebung von Xo regulär ist und für X'= Xg den Wert y^ 
annimmt. Diese Funktion y von x be&iedigt also die Oleichung 
(2), -j^"*©, identiBch und durch Integration finden wir 

F(x, y) - const = F(x^, y„) - 0. 
So haben wir eiue Funktion von den verlangten Sigen- 
Bchaften gefanden, und diese ist zugleich die einzige, weil 
auch die Differentialgleichung (2 a) nur eine einzige LSsting 
mit den An&ngswerten Xq, y^ besitzt. 

602. Dl« ünplloite rtmUdon von mehreren Tarlabelen. 
Den Existenzbeweis der impliciten Funktion können wir auf 
den Fall ausdehnen, wo mehrere nnabl^ngige Veränderliche 
vorhanden sind, nnd zwar vermSge des folgenden Theorems: 

Saie HI. Es sei F(xi, x^, . . . x^, y) ^ne analytische 
Ftatktion der n + 1 Veränderlichen Xj,Xf, . ..Xn,yy tedehe sieh 
in der Un^ebung der SteUe a:,™«,, Xf = af, . ..Xn^Om, y^y^ 
regulär verhält. An dieser Sidle (a,, a,, . . . a„, y^ s^st sofl 
die Funktion F den Wert NtUl haben, die partidle Ableitung 



^dbvGooglc 



Altgemeine Theorie der Diffarentialgleichtiiigeii enter Ordnimg, 13 

mar eine analytische Funktion y voa x^,.,.Xnf toädte an der 
SteBe (ai,,..an) den Wert y^ annimmt, in der Umgebung 
dieser Stelle regiilär ist und, für y in die Gleiehtry F'^ ein- 
gesetzt, äiese ideniist^ d.h. für v?3Bairliche Werte der Qröfaen 
x^,...Xn befriedigt. 

Wir beweJBen den ^tz, indem wir Hut aof den Satz IZ 
der Torigen Nummer, d. h, auf den Fall einer einzigen an- 
abb&igigen Tariabel^i znrflckfQlirett. 

Fuhren wir nSinli"}! in unsere Sleichnng 

(1) F(,,„x„...x.,,)-0 

für die Variabelen a:^, a^, , . . a^, die Werte ein 

(2) a^-=ai + a;$i, a^ — a, + «1», - • ■ a^, = a, + «1. 

und betraehten die GröCsen In £],•■■ &. als konstant und x 
allein als Tei^derlicb, d. h. geometrisch gesprochen, lassen 
wir die Stelle (a^, Xj, . . .Xn) zwischen den Stellen (^a,, Of . . . On) 
and («1 + li, ■ ■ . On + 1«) geradlimg variieren, so erhalten wir 
die Qleichui^; 

(la) F{a^ + arSi, ö, + icS,, . - . «, + »1«, 9) - F(x, y) - 
and können anf diese unmittelbar das Yerfahren der vorigen 
Nnmmer anwenden. So erhalten wir fOr y eine Entwiokelang 
der Form 

(3) y™ 90+ Vi 2^+ yjip'H ) 

welche tüx alle |a:|<r konvei^ert, die Oleichong (la) er- 
fOllt nnd ftlr x = den Wert fp^ •— y^ annimmt; denn nach, 
unserer Annahme ist: 

^-(0, , ö,, . . . o,, yo) - F(p, y^) - 0. 
Hier sind freilieh die Koeffizienten qo^, q>i,... sowie 
aach der Eonvergenzradins r noch ablmngig von der Wahl 
der Grdlsen li, g,, . . . !„. Sie bestimmen sich hhet dnrch die 
saccessiven nach x genommenen Ableitungen der Funktion y 
an der Stelle x<=0, nnd es ist wie in Nr. 661 

W S ~ pT =" — Bi -pJ^ — 6| -jw^ ... — S» jiT^ ' 

wenn unter J^, f,, . . . J. die partiellen Ableitungen naoh 
Xi,Xf,,..x„ verstanden werden. Wie man sich nun durch 
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SDeceoiTe Bifferentistian IncHt übeneogt, wordvi aiaäx all« 
hd hwc B Ableitmigeii y^*) homogwB guiza FnnktäaneiL »*™ Gh^ 
dM der örö&m 1^, |,, . . . |„, wenn mui die SabsÜtoticuL :e — 
d. h. «1= «1, ... 2;, — o. sodtÜirt. Deumadb werden die Ghedfv 
z"y(,") wieder homogene Ftmktionen der Groben 

«li— "ii— «1, «Ij—a^— «1, . . .«Sb— as» — o», 
ond die Reihe (3) geht über in eine Fotenzreihenentwickelnng 
nach diesen Differenzen, stellt also, soweit sie konveigieri^ 
eine analytische Funktion der nYariabeleo x^, x^, . . . x„ dar, die 
in der ümgebnng von (c^, 0^, . . . On) regolär ist. 

Bei der Bearteilnng des EonTergenzhereioheB wollen wir 
annehmen, dals die Beträge { |, |, | Ij li ■ ■ • | &> | sämtlich ^ 1 
sind, was nach (3) die Allgemeinheit nicht heschränkt, und 
dals immer in (4) r x-' 1 

(6) [lfl<* 

aei iffir alle j a:i — Oi | < r nnd fttr \y — yo\<(f- Dann gilt 
die Ungleichheit (5) auch fSr |aT|<r, nnd nach (9) in 
Nr. 660 konvergiert die Reihe (3) in einem Ereiee 

l«|<r' = r(l-e»'"), 
üElr ein beliebiges der Bedingnng | £j | ^ 1 genügendes Werte- 
sjstem £1, ■ ■ . I». Mithin konvergiert auch nnsere schlieblii^e 
Fotenzentwichelnng sicher in dem Bereiche 

l«! — o,l<r', I a^ — 0, I <r',..., 1», — a,|<r'; 
nnd es ist y in der That eine analytische Funktion der nn- 
ablüngigen Variabelen x^, z^, . . . Xn nnd regulär in der Um- 
gebung der Stelle (»i, Og, . . . a,). 

668. Die Difffiremtlalgleichung F(x, y, y') = 0. Wir 
sind nnnmehr imstande, den Existenzbeweis zn führen fKr 
die in Nr. 658 betrachtete Differentialgleiehong der all- 
gemeinen Form 

(1) F{x,y,9<)-0, 

indem wir beweisen: 

Satz IV. Es sei F{x, y, y') eine analytische tkmktion der 
Var%t^>den x, y, y', die sitk m der ümy^mitg der Stdle 
0^, tfg, y' regviar verhält. An dieser Stelle sdbst sei F—0, 
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ahtr die parHeUe JSl&tuHg der -g^ der Fimktio» nach y' vo» 
Null verschieden. Alsdann giäA es immer eine und hw eme 
ancdyiisdie Fmüdion y «= ip{x, y^ von x, so dafs für « « 2^, 
9 = lf9> y'~y\ wird, wäkrend in der Umgärnng von » = a^ 
y regidär ist und der Differentialgleickm^ F{x, y, y') — genügt 

Kseh Nr. 66S kSmieB wir i^mlich tmter den gemachten 
Yonossetziingen die öleichong (1) nach y" auftSsen, also anf 
die Form bringen 

(2) s'-fi'.y), 

WO f{x, y)eine analytische Funktion ist, die in der Umgebong 
der Stelle (^, y^) r^^olär iet nnd an der Stelle selbst den 
Wert y'g annimmt. Diese Oleichimg (2) ist also genau von 
der Beschaffenheit der Differenüalgleichnng (1) in Nr. 660, 
nnd wir sind berechtigt, das Theorem I anzuwenden. Die ge- 
fundene LSsong y der Oleichtmg (2) mit den Anfangswerten 
x^j yg genügt dann auch der Gleichong (1) nnd ist zugleich 
die einzige, die in der Umgebung der betrachteten Stelle 
regulär ist uood die Torgeschriebeaen Anfangswerte besitzt 

% 3. Singulare Lösungen. 
064. Der Begriff der alngnlllreii Löanng. Das in Nr. 663 

bewiesene Ezisteuztbeorem bat uns geze^, wie wir zu jeder 

Differentialgleioh- 
nng erster Ordnung 
die mit einer will- 
kürlichen Konstan- 
ten behaftete wM- 
stmdige Lösung ver- 
möge einer kon- 
vergenten Potenz- 

Beihenentwickel- 
nng bestimmen 
können. Ans ihr 
finden wir durch 
Spezialisierong der 
Eonstuiten beliebig viele partikulare LSsongen. Es fragt sich 
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Htm, ob 1)91 einer Differeoitialgleiclitiiig enter Ordanng in be- 
sonderen Fällen noch andere LSsnngon aoftreten können, die 
sich niolit durch spexielle Wahl der Integrationakonstanten buh 
der Tollständigen ableiten lasBen. 

Dab solche Lösangen thatsäohliöh Torkonuneu können, 
mSge zunächst dnroli ein ein£iclieH Beispiel erläutert werden. 
hx Nr. 211 betrachteten wir die Schar oller Kreise mit taitem 
Biadiofl a, deren Mittelpunkt aof der a^-Achse liegt: 
y*+(a;-C?)'-a»-0. 

Betrachten wir diese als TollfitSndige Int^pra^eichimg za einer 
Differentiolgleichnng erster Ordnung mit der Integrations' 
konstanten C, so ei^ebt sich dorch Differentiation nach x und 
Elimination von G nach der in Nr. 59 anseinandei^esetzten 
Uethode: 

oud daher die Differeutialgleichan£: 

Diese hat aber offenbar noch die beiden Ldsongen: 
y — + a, y — — a, 

welche die Parallelen zur x-Axe im Abstände a oberhalb und 
unterhalb derselben darstellen. Diese sind nicht in der Kreis- 
schar enthalten, also keine partikularen , sondern singulare 
Lösungen (Nr. 668). 

Wir werden im folgenden znnSchst die Bedingongen 
ontersnchen, nnter denen die Differentialgleichxmg eine singuBlre 
LöBong besitzt Wir werden sehen, da& eine solche nur in 
AosnahmefSlleu Torhanden ist. 

ees. Brledlgnng des FaUea y'=f(x, y). Ans dem Existenz- 
theorem Nr. 660 folgte, dals eine Differentialgleichung der 
Form 

(1) y' =/■(«,?), 

in welcher die aualjÜsohe Fonktion / (x, y) in der Umgebung 
der Stelle (Xq, y^) ftls regulär roransgesetzt wird, eine und nur 
eine analytische Lösmig y==y(x, y^) besitzt, die fSr iE ~ a^ 
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den Wert y,, umimmt und in der Umgebong dieser StetUe 
regnlär ist. Die gefdndene LdBong gehört xn den putiknlaren 
und 08 folgt, äaSa es nnter den gemaditen Yoi«QflBetE[mge& 
wenigstens keine analytische Bingoläre Lösnng mit den Anfuigl- 
werten ixj,, y,, gebot kann. Es fragt sich aber, ob nickt etwa 
eine nicht analytische Funktion y — ^ (x) mit denselben An- 
&t^Bwerten die Differentialgleichnng eb^i&IIs befriedigen kann. 
Diese Fr^e ist zo verneinen, wie der folgende Satz lehrt: 

SaiB J. An einer Stelle (p^, y^), in deren Un^änuig fix, y) 
regulär ist, hesitet die BifferentialgleüAung y'-=f(x,y) aufser 
der analyUschen Lösung y^fp(x) kerne cmdere, die für x^x, 
densdben As^angawert y^, annimnU. 

Wir nehmen an, es gäbe noch eine stetige, diffefentier* 
bare Funktion y — 9(2), welche eine Iiösnng der Differential- 
gleichung wäre. Alsdann ist 

(2) ?-«»!,»)• 

Seteen wir nnn zur Yereinfodumg y = y + 1], so ist ij 
eben&Us eine stetige and differentierbare Funktion ron x, die 
sich fQr a: = z^ aof Null reduziert und in dar Umgebnng 
TOD x^ der Differentia%leichung genOgt: 

(3) V - f(x, y + i)- /■(«, 9) =- Vfi (^)- 
Hier ist aber 

/^ _ n..,+v)-fi.^.^ _ j(^_ ^^ ,) _ ^^(^) 

eine analytische Funktion der drei Yariabelen x, y, ^, die sich ffir 
IJ =a auf den en^iiAen Wert ^ reduziert, also in der Um- 
gebung der Stelle x^, y^, regulär ist und nach Einsetzung 
der Funktionen y(x) und i]{x) gleich&LlB eine stelige Funktion 
Ton X in der Umgebung der Stelle x = Xf, darstellt. 

Da nun die stetige Funktion ij'^vi^) ^ ««a^ den 
Wert annimmt, so können wir das Intervall {Xq. . . x^) stets 
so klein wählen, dalä nicht nur f{x, y), sondern auch 
I(x, y, iii)'=fi(x) fOx alle Werte x dieses InterraUea und die 
zugehörigen Werte ron y und ij noch regulär bleibt, und da& 
gleichzeitig fllr alle Stellen dieses Interralles 

l»-*.l-l/,(»)ISI^-«»l-l««)i<-| 

Bairat, I>UE,-i.Intagnl-BwbiisnB' in. 1, AnB. 2 
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wird. Bezeichnen wir Qim mit M den absolnt grdbten Wer^ 
den die Funktion ■ti{x) in diesem Interralle {s^.. . x^ wirklicli 
annimmt, bo folgt ans (3) durch Integration zwischen den 
Grenzen x^ and x<.Xj^ 



ni?>)^Jn(x)fMäx 



I i?(a:) I < I « - aro I Jlf ■ p^3^ =- y 

far oße Werte x des Intervallee, während doch der grdJ^te 
Wert M auch angenommen werden sollte. Es ergiebt sich 
also ein Widerspruch ans der Annahme .3f > 0, and die 
Funktion n mala in dem ganzen Intervall (x^. ..os^ den Wert 
Null haben, also y -~y sein. 

Daraus folgt weiter, dafs an keiner Stelle x, y, wo die 
Funktion f{x, y) regn& ist, eine singulare Lösnng der 
DifFerentioIgleichang y' = f(x, y) existieren kann. 

666. Die DiakriminantenkaxTe. Die Differentialgleichung 

(1) F{x,y,y')-0 

können wir an jeder Stelle, wo die Funktion F regulär und 
die partielle Ableitung -g-p ^ -Pa(ir, y, y') von Null Terechieden 
ist, nach Nr. 663 immer aof die eben behandelte Form 
y' = f(x, y) bringen, und dort eiistiert dann gleichfalls auTser 
der in Nr. 663 gefundenen analytischen LSsnng keine weitere, 
auch keine nicht analytische. SoU also eine Differ^ial- 
gleichnng (1) eine ainguliav Lösnng besitzen, fOr welche die 
Funktion F gleichwohl nicht aufhört r^ulär zu sein, so muls 
an allen Stellen dieser Lösung anleer der Oleichui^ (1) noch 
die folgende Gleichnng erfOUt sein 

(2) ||--f.(»i!',»')-0. 

Die beiden Gleichungen (1) und (2) definieren aber, wenn 
man y' als Parameter betrachtet, im allgemeinen eine analy- 
tische Beziehung zwischen x und y allein 

(3) D(x, y)~0, 
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die durch Elimination toq y' gefunden nnd durch die 
„Diskriminauteuknire" dai^eetellt wird. Nehmen wir nämlich 
an, dalB die Gleichnng (1) in Bezog sof y' algebraisdi, also 
F eine ganze rationale Funktion Ton y' sei, eo gilt das Gleiche 
auch von Fg, nnd die Resoltante der beiden Fonktionen F 
und Ff in Bezng anf y', die sidi rein algebraisch bilden läTsI^ 
wird in der Algebra als die IHshriminante der Funktion Fly'") 
bezeichnet. Ist F anch in Bezug aof x nnd y algebraisch, so 
ist es aach ^ nnd die Diskriminante D(x, y). Wir haben 
also den Satz gewonnen: 

Saie IL Jede singtdäre Lösang der IHff&'mtidlgleickung 
F(x, y, y') = 0, für welche die Funktion F nicht ai^hört 
regidär eu sein, ist in der durcA Eliminaiion von y' am J"™ 
itnd s— j = entstehenden Diskriminantenkurve 3 = enthaUen. 
Die Dishnmvnantei^tv/rve einer ä^^H-atscken Differeniialgleichung 
ist selbst algebraisch. 

Man hat also die singoMre Lösnng, sofern F nicht selbst 
aof ganzen Karren singulär wird, aosechUeMich zu suchen 
nnter den Teilen der Diflkriminantenknrre, kann sie also, Mla 
sie existiert, ohne Integration finden durch blofBe Eliminations- 
prozesse. 

So ist in dem Nr. 664 behandelten Beispiele 

F^y*(i,'^+l)-a'^0 
nnd die Diskriminaßteukarre 

zer^lt in die Doppelgerade y' — nnd in das Oeradenpaar 
y = ±a. Das letztere stellt in der That eine singn^e Lösung 
onBerer Differentialgleichung dar, dag^en genügt die x-Achse 
y'=0 unserer Differentialgleichung nicht. 

Die Diskriminantenknrre der Differentialgleichung 

(j,'_a)»-(y-6)-0 

reduziert sich auf die eine Gerade y='b, die, abg^ehen von 
dem besonderen Falle a = 0, der vorgelegten Differential- 
gleichung nüM genügt 
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Di« Diskrimiiuaiteiikarve (3) braucht hIbo mcht notwendig 
eine LSanng der DifferentialgLeichong darznstollen. Die Qlei- 
dinug (S) als Resoltante von (1) and (3) besagt eben nur, 
dab die beiden Oleichnngen (1) und (3) Bicb durch denselben 
Wert Ton y' be&iedigen lasBen; dieser W^rt brandit aber 
nicht derselbe sn sein, der die TaDgenteurichhing der Bis- 
kriminantenknrre bestimmt, also der CFleichnng genügt: 

(4) A + Ay'-o. 

Der ^dex soll hier nnd im folgenden die Nnnuner des 
Äifpunentes bedeuten, nach welchem die partielle Ableitung 
m nehmen ist. D^ bedeutet die partielle Ableitung von 
I>(x, y) nach x, D, die nach Jf. Diese Bedingmig (4), die zn 
(3) hinzukommen mub, wenn die Diskriminantenharre ganz 
oder teilweise eine LSsong der DLfferentia^leichung sein soll, 
l&lst eich aber auch durch eine andere ersetzen, welche den 
expliciten Ausdruck der Diekriminante D, also die wirkliche 
Ansfllhrung der Elimination von y' nicht erfordert. Soll 
nämlich die DifEerentialgleichnng (1) längs der Diskriminanten- 
kurre erfOUt sein, so kann man die Qleichung (1) total 
nach X differentiieren und erlüilt dann mit Bfleksiobt auf (2) 



welche die Tangentenrichtnng der durch (1) nnd (2) gegebenen 
Diskriminantenknrre bestimmt, Toransgesetzt, dab F^ nnd F^ 
nicht auf der ganzen Kurve gleichzeitig verschwinden. Oiebt 
es aber ein Enrvenstttck, das den Gleichongen (1), (2) und (5) 
gleichzeitig genUgt ftlr dieselben Werte von x, y^nA y', ohne 
dals Fl und F^ Überall gleichzeitig verschwinden, so ist es in 
der That auch eine LösuI^; nnserer Differentialgleichung. Als 
Bedingungen fBr die Existenz einer singnlären LöBong erhalten 
wir also die 3 Gleichungen: 
(6) F~0, F^=0, F^ + Fjs' — O. 

Aus diesen C)leichuI^^n würden wir durch Elimination 
von j/ zu den Gleichungen (3) und (4) gelangen, durch 
Elimination von y' und y aber zn einer Gleichung Ln x allein, 
die dann filr variabele Werte von x, d. h. identisch bestehen 
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mtds, wenn aneere Differentiolgleichiiiig eine singnlöre LöBoiur 
besitzen boU. Die drei Qleiclmngen (6), welche im allgemeinen 
die drei Unbekannten x, y, ^ bestimmen, mflaeen kIao in diesem 
Falle statt einer endlichen oder diskreten Reihe vielmehr eine 
JboN^mwterlüA« F(Age ron gemeinsamen LösnogssTstemen be- 
sitzen. 

667. Geometri«<äie Deutung, In Nr. 659 hatten wir ans- 
geführt, daÜB dnrch eine Di£FerentialgIeichmig erster Ordnmig 
ans der Qesamtheit aller oo* Linienelemente {x, y, j/) der 
Ebene eine zwei&che Hanuigfaltigkeit heran^egriffen wird. 
Ist oiieere Differentialgleichang Ton der Form 

WO f{x, y) in einem gewissen Bereiche als eindeutige analTtisehe 
Fmiktion der beidon Veriuiderlichen erklärt ist, so gehSrt zu 
jedem Punkte x, y dieses Bereiches ein einziger Wert y', also 
ein einziges Linienelement von bestimmter Bichtong. Demnach 
geht dorch jeden Punkt auch nur eine einzige Integralkurre 
unserer DüFerentialgleiefamig, deren Tangente mit dem Linien- 
elemente zusammenfiUlt; und alle diese Int^p-^karTen bedecken 
das F^ichenstück einfach. Ist aber die Funktion f(x, y) mehr- 
deutig, so gehen dorch jeden Ponkt mehrere Linienelemente 
der Differentialgleichung, also auch mehrere IntegralknrTen, 
die den betreffenden Teil - der Ebene mehi^h überdecken. 
Ist also die linke Seite unserer Differentialgleichung 

(1) Fi'.y.y')-" 

eine ganze rationale Funktion n*™ Qrades von y', so gehOren 
zu jedem Punkte , x, y hSchstrais n rerschiedene Linim. 
elemeut^ die lom Teil reell, zum Teil kot^agiert komplex sein 
können, und die Anzahl m^n der reellen IntegraUmrren 
dorch einen Funkt kann in den Terschiedenen Teilen der 
Ebraie eine verschiedene sein. Bei der stetigen TN^ndenir^ 
TOn X, y kann sich aber diese Anzahl m nur an aolehen Stellen 
um eine gerade Zahl Sndem, wo der imagiiuLre Bestandteil 
zweier konjugiert komplexen Wurzeln y' gerade verschwinde^ 
die beiden Wurzeln also zusammenfallen. An diesen Stellea 
muls nun aui^er der Funktion F auch ihre partielle Ableitung 
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^ und damit auch die Diskrimmante D{x, y) Terschwindeii; 
d. k: „Dqppdd&Hente" Jcötmen sieh nw auf der Dishriminanten- 
kurve befinden. Damit haben wir den Sats gewonnen: 

Säte IH. Der IHskrimin(mtenhirve gehört an der geom^riscAe 
Ort oßw „Dappddemente" der Differentialgleidiung, d. h. (dler 
Punkte, in wel<^en ewei oder mehrere lAnien^emenie der 
JH/ferentialgleichung zusammenfallen. Zwei Gdnete der ^^>ene, 
in denen die Anzahl der reellen Int^alhurven dwch einen 
Pmüit eine verschiedene ist, loerden no^endig durch die Bis- 
lirimin(mte»kurve getrennt. 

Nor wenn die Doppelelemente mit den Tangenten der 
Diskriminantenknrve ztieammenfallen, wird der betrefifende 
Teil der Difikriminantenknrre eine L68tu^^, tmd zwar im all- 
gemeinen eine singnläre Lösnng der Differentialgleichnng dar- 
stellen. Dies ist die geometrische Bedeutung der Formel (5) 
in der Torigen Nummer. 

668. BeBiehnng sum aUgemelnan Integral. Da für die 
Doppelelemente der DifiFereutialgleichung (1), F=0, nach 
Nr, 666 die Ableitung F^=^,, immer verschwindet, so ist 
das Sxistenztheorem Nr. 663 auf sie natürlich nicht anwendbar. 
Trotzdem können wir Toranesetzen, dafs jedes Doppelelement 
mindestens einer Integralkurre angehöre. Auf beiden Seiten 
der Diskriminantenknrre ist nämlich F^ wieder Ton ver- 
echieden, und es existieren daher in beliebiger Nähe Integral- 
kurren mit Linienelementeu, die von den betrachteten Doppel- 
elementen beliebig wenig verschieden sind und daher als ihre 
Fortsetzungen betrachtet werden können. Diese Integralkurreu 
können allerdings auch imaginär sein, z. B. bei der Differential- 
gleichung 

(!/'-o)*+?'=0, 

welche zwar eine reelle Diskriminantenknrve ^ ^ 0, aber keine 
einzige reelle Integralkurve besitzt Nehmen wir aber die 
Integralknrven wenigstens auf der einen Seite der Diskriminanten- 
knrve als reell an, so können sie auf ihr, wie wir nachher 
sehen werden, Spitzen oder sonst ausgezeichnete Punkte be- 
sitzen, die nach Nr. 663 fOr i^, =4= nicht möglich sind. In 
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dem beBO&deren Falle aber, wo die DiBkriminantenkarTe selbst 
eine Lösung der Differentialgleicbiing ist, und wenn die Doppel- 
elemente mit ihren Tangenten zosammenfallen, werden anch 
die betrachteten Integralkorven die DiBkriminantenknrve sämt- 
lich heiiihren nnd die singoläre Lösong wird eine Mnkiälenäe 
oder Envdoppe (Tergl, Nr. 210 — 212) der Int^ralkorren dar- 
stellen. Und omgekebrt, wenn die IntegraUmrven eine Ein- 
hüllende besitzen, ohne anf ihr singu^re Punkte zu haben, 
80 werden sie nach Nr. 212 diese Einhfillende sämtlich be- 
rfihren, nnd die Linienelemente dieser Eorre werden als Linien- 
elemente von Integralknrren die Differentialgleichtmg ^ — 
gleichfalls befriedigen. Dann ist also die Einhüllende in der 
That anch eine LöBnng der Differentialgleichung. Wir haben 
also den Satz gewonnen: 

Satz IV. Die singulären Lösungen einer DifferenÜcdgleiehimg 
hat man tmler den EinhUllenäen ihrer oo^ partthalaren IntegrcU- 
htreen zu suchen. 

Ist also 
(2) ^(x,y,C)~0 

das Tollständige Int^fral nnserer Dilferentialgleichnng, so finden 
wir seine EinhüU^tde nach Nr. 210, indem wir die Qleichnng 
hinznf^[en 

nnd C ans den beiden Qleichnngen (2) und (3) eliminieren. 
Diese Einhüllende ist dann aach wirklich eine Lösnng, nod 
zwar im allgemeinen eine singalSre Lösnng der Differential- 
gleichnng, sofem auf ihr nicht beständig ^ nnd -^ gleich- 
zeitig Terschwinden (Nr. 212). So stellen in dem in Nr. 664 
gegebenen Beispiele die beiden Qeraden y = ±a die Ein- 
hüllenden der EreisBchar 

y'+(z-(rf-a' 

nnd gleichzeitig anch die singulare Lösung der Differential- 
gleiohxmg 

dar. 
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Fonnell lusen sich die partiknUren and die hier be- 
handelten flingnUren LöBungen unter dem Geuobtspimkte 
msuameofuBKi, dali beide Mal die DifFereotialgleiclituig (1) 
du Eliminstionareanltat von G aoa den Oleiobiuigen A und 
d9 — dantallt. Bei den partikolaren L5aiu^en betracbtet 
man C als Konstante ond setzt daber d ^ direkt gleiob 

Bei den singnlären LSsiingeu betrachtet man C als Fonktion 
von as, Bo dals 

wird. Aber auch jetzt wird die Bifferentialgleichang das 
Resultat der Elimination von C aas 

und 

darstellen, wenn man C so beBtimmt, dafs der £oe^ient ^j, 
Ton dC in d0 Tersebwindet. Man nennt daber das bier ans- 
einandergeaetzte Ter&hren znr Oewinntmg nener Integrale die 
Variation der Konstanten. Wir werden dieser Methode s[»ter 
noch öfter wieder begegnen, so namentlich in der Theorie der 
partiellen Differentialgleicbongen. 

669. Die SiikriminantenkoTTe ala Ort der Spitaoo. 

Eb sei die DLfferentialgleiohuiig: 

y-2a;y'-y'*— 

gegeben, welche man dnreh Elimination von C zwischen der 
Gleicbong 

0{x, y, C) = {Zxy + 23^+ C)*- 4(y + «>)»=. 

und der dnrcb Differentiation nach x und y daraus abgeleiteten 
Oleichung erhält. Hier wird: 

|| = 2(3a:y + 2a^+C) 
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and die Elinmution von C zwiüclien 

* - und 1^ - 
siebt 

oder 

y =- — a^. 

Dies ist zagleicb die Qleidiiing der DiskriminanteiikarTe^ 
wie man nach dem in Kr. 666 gelehrten Yer£Eihreii nmmttelb&r 
sieht Es üt aber y — — 3? keine LSsni^; A«c Differential- 
gleichungj Tielmehr erkennt man, dab die beiden Ableitungen: 

II - 2(3«y + 2iP» + C)(8y + 6»») - 12(^ + a^*2x, 

1^ =- 2(3a:y + 2iB«+ QSa: - 12(y + a;*)» 

beide zugleich null werden, wenn man 

* = und 11 = 
setzt Die Kurve ^^ ^ 

p — — a;* 
ist Ort der -Spitzen der 
Integralkorven. 

In Fig. 4 ist die Enrren- 
Bchar ^_o 

durch fOnf ihrer Eurren an* 
gedeutet, die der Reihe nach 
mit 1, 2, %, A, h nommert 
sind. Die Kurve 

y ir» 

ist punktiert. 

670. aieiolueltlc ilnsnUre und parUknlan ZiSsungen. 

Schlielslich haben wir noch auf einen wichtigen Umstand hin- 
zuweisen. Das HingnlSra IntegT&l stellt die Einhüllende oder, 
anders gesi^, den Ort der Durchschnittsponkte aufeinander 
folgender Eurren des ToUständigen Integralsystemes dar. Es 
kann nun eintreten, dab die EinhQllende oder auch nur eine 
der Eurren, aus denen sie sich zusammensetzt, selbst einen 
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EiBtM EapiteL 



Teil des Systemes der Eiagehflllten bildet. Mau hat dBnn den 
bemerkenswerten Fall einer LoBnng, welche den doppelten 
Charakter eines singolären and eines partikularen Integrales 
besitzt Es wird nützlich sein, hierron ein Beispiel zu geben. 
Die ToUsländige Lösung der Differentialgleichung: 

y"— 4a;yy'+8y»=0 
ist: 

Die Differentiation der Integral^eichimg nach (7 liefert: 

{x-C)(x-ZC) = Q. 
Die Einhüllende setzt sich also ans zwei Eurren zu- 
Bammen, deren Gleichungen erhalten werden, indem man C 
durch X, und dnrdi -^ in der Gleichong des Systemes ersetzt. 
Es folgt so: 

y-0 und y = -^- 

Die Lösnng y ^ ist zugleich ein besonderer Fall der 
Syetemkarren, sie entspricht dem Werte = 0. 

„_ 5^ In beistehender Fig. 5 

sind Tier Parabeln der 
Schar sowie die x-Achse 
gezeichnet Die einhüllende 
knbiache Parabel ist punk- 
tiert. 

NnrbeieinemEurren' 
Systeme, welches die Kon- 
stande G mindestens in 
der dritten Potenz enthält^ 
welches also die Ebene 
mindestens dreifach tthex- 
deckt, kann dieser Fall 
eintreten. Die Einhüllende 
bildet den Ort der Funkte, in denen mindestem drei Fort- 
schreitungsrichtungen zusammenfallen, und die Tangente der 
Ortskurre ist in jedem Punkte mit dieser Richtung identisch. 
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Zweites Kapitel. 

Integrationsiiiethodeii bei DifferentiaJgleiclmngen 

erster Ordnung. 



§ 1. Grandbegriffe. 

671. Trenniuig der Variabelen. N^achdem wir die all- 
gemeinen GnindlKgen der Theorie der Differenidalgleichongen 
erster Ordnung entwickelt haben, mOssen wir nun die FSUe 
nntennchen, bei denen man die Int^rale in gescMoBsener Form 
ermitteln, d.li. entweder dnroli explicite oder implicite elementare 
Funktionen, oder mit Hilfe beatimmter Integrale darstellen 
kann; durch diese letzteren werden, wie wir gesehen haben, im 
allgemeinen nene transBcendente FnnktioneQ, wie z.B. die ellipti-* 
sehen, definiert. Eine Differentialgleichong wird also als gelöst 
betrachtet, wenn es gelangen ist, die allgemeine Funktional- 
gleichnng zwischen den Yariabelen za bilden, welche die Ab- 
leitung derselben nicht mehr enthält, mögen anch in dieser 
Gleichnng neue Fmiktionen, insbesondere Quadraturen auf- 
treten, deren Untersuchung ireilich weitere Aufgaben darbietet 
In dem vorliegenden Eapitel behandeln wir nur die Differential- 
gleichung^ erster Ordnung mit zwei Yariabelen. 

Der ein&chste Fall ist hier derjenige, bei welchem die 
Yariabelen getrennt sind; dann hängt die Integration der 
Gleichnng nur von Quadraturen ab. Wir sagen, dab die 
Yariabelen in einer Differentialf^eidiung getrennt sind, wenn 
dieselbe auf die Form gebracht ist: 

(1) 2+r||-0 

oder 

Xdx -f- Ydy - 0, 

wobei X eine int^;rierbare Funktion Ton x, ond ebenso Y eine 
Funktion Ton jf ist Bezeichnet man mit 3^ und y^ irgend 
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welclie beBtimmte GrSlsen, mit C eine willkflriidie EonatuLte, 
80 ist das voUstäcdige Integral der Gleichong (1): 

(2) Jxdx+jYdy^a 

St&tt dieses Int^nles kann man aodi sehmben: 

(8) fxdx+jTdy~0, 

wenn Xq irgend einen bestimmten Wert and ^g eine willktlr- 
liche Konstante bezeichnen; diese E(autiuite ist dann g^«de 
der Wert, welchen y annimmt, falls man der Yariabelen an 
den Wert x^ beilegt 

D&b in der That diese Funktion zwiachan x and y den 
Fordemngen genügt, ist leicht einaoedien, indem man die 
gewonnene Gleichung differentÜert, nnd dab aach nur die 
Fnnktion y, welche aas der Gleichong (3) berroi^aht, wann 
.man sidi dieselbe nach y an|gelöst denkt, die DifFeraotial- 
gleichong befriedigt nnd f^ x^Xq gleich y^ wird, folgt, nach 
dem allgemeinen Lehrsätze in St, 660 aus der Sindeotigkait 
des Integrales, solange X ond T r^^olär sind ond F nicht 
verschwindet 

Das Problem der Integration einer Differentialgleichoiig 
ist demnach als gelöst zo betrachten, sobald die Yariabelen 
getrennt aind; diese Trennong läüat sich bisweilen Tnrnittelst 
einer Transformation der Variabelen vollziehen, wie wir ui 
Beispielen in diesem Kapitel sehen werden. 



672. Beispiele: 


1. Die Differemtialgleichnng 


oder 
hat das 


Int^r^: 




Ä + i^-o 






/ 


Ä+M-«- 
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/dx 1 C ix 1 f dl ,1 /l+i 



Sehreibt man »ko V/C so. Stelle Ton C, bo wird das 
obige Integral gleich: 



(l + ^)(i + y)_ 



C. 



(l-«){i-y) 
Für 0^0 erMlt man die partikularen Zidsnngen 

X 1, K--1; 

&iix G<=oo die beiden anderen partikularen LSrongen 
x = + \, y = + l. 
2. Die Differentialgleichang 



hat das TollstÄndige Integral: 

arc ein z -|- arc sin t/ =< arc sin C, 

wobei C die willkürliche Konstante bedeatet. Bildet man 
den Sinns der auf beiden Seiten stehenden Glieder, so folgt: 

xYT^ ± s(/r^^= C; 

aach hier wird die Differentialgleichnng befriedigt, indem man 
x = ±\ oder y — ± 1 setzt; aber diese LSsnngen sind jetzt 
singulare and nicht partikulare; denn sie ergeben sich nicht 
ans der Tollstind^en Integralgleichung dordi einen besonderen 
Wert der Eonstanten. Mui rer^eiche zn diesem Beispiele 
die Nr. 685. 
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673. Die homogene Difll»rentlal«leiCihanK. Weom ädh. 
bei einer Differeutialgleichong 

die rechte Seit« als eine Funktion des Quotienten — dantellen 
lölfit, also 

(1) u-m 

wird, 80 kann man vermittelBt der Sabstitation: 

(2) — — e oder y — xg, 

wobei e alii neue Yariabele an Stelle von y eingeMui wird, 
die Yariabelen trennen. Denn man ertült: 

(8) ?.-r. + '. 

also an Stelle der Gleichnng (1): 

c*) 'n + '-n» 

Bezeichnet man mit G die willkürliche Konetonte, so folgt 
doTCh Integration; 

oder 



In 



Die Werte a^ and e^ können beliebig fixiert werden; 
betrachtet man aber e^ al« die willkOrliche Konstante, so kann 
man einfacher Bchreiben: 



jf 



Wenn in der Differentialgleichong: 
Mäx + Ndy = 
oder j„ 
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M niid N homogene Funktümen derselben Ordnung Ton x and 
y bezeiclinen, bo gehört sie zn der betrachteten Art; denn 
der Qnotieut jr ist ^laflftTin eine homogene Funktion nollter 
Ordnni^j Ton x und y, also in d«r Form —/"(-) darstellbar. 

674. Ein Bei»piel. Es seim die beide» rechitmnkügen 
Achsen Ox und Oy gegeben; man soU eine Kurve MNP he- 
summen, so dafs der Eadmsvekior OM 
stets gleich ist der Entfernung OT 
gmsdwn dem Koordinatenanfangspankte 
und dem ScknittpmJde, den die Tangente 
des FuiJUes M mit der Ordinatenachse 
hüdet. 

Die Gleichung der Tangente MT 
im Funkte M(x, g) ist: 

ond setet mau X = 0, F— ±1/3:*+ y', so erhält man die 
Differentialgleichung der gesachten Earre, nämlich: 



Tig. I. 

y 




Hier sind die Yariabelen getrennt, nnd da 

/-^=lx + const, f-y== = IQs + V'l + «*)*+ const 
ist, so wird die Integralf^eichong: 

l(eTyi + e')-lx-lC, 
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wobei IC die willkfirliche Konfitaate bedeutet. 
Bach Bchniben: 

und liefert ako die beiden Funktionen: 



Han vereinigt diese za dem einen Ansdrock: 

oder: 

(.-5)'-(l+;^-0, 

also 

Setzt man wieder — an Stelle Ton e, so folgt: 

x«-C*-2Cy = 0. 
Diese Gleiohmig stellt die Parabeln dar, deren Brenn- 
punkt der Koordinatenanfangspnnkt ist, und deren Aobse 
mit der y-Achse zosammenfällt. Durch Differentiation nach 
C folgt: 

2C(C + y) = 0. 

C=0 liefert die partikulare LöBung a^'^0, alao die 
y-Aohse; C^ — y giebt das singulare Integral 

x»-f y»=0, 
welche ein imagii^es (^eradenpaar — die sogenannten Minimal- 
geraden — darstellt; in der That wird die Differentialgleicliang 
befriedigt, indem man y=±xi setzt, wo t die Wurzel aus 
— 1 bedeutet. 

675. Die lineare DUEerenüalgletohung. Eine DiEferenÜal- 
gleichung erster Ordnung heilet linear, wenn in ihr die eine 
Yariabele und ihre Ableitung nur in erster Potenz und nicht 
miteinander multipliziert Torkommen. Solch eine Oleichnng 
ist also Ton der Form 
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(1) ^ + 2.»+Z,-0, 

wobei Xf, und ^ gegpbend Fnnktioaen der nnablüngigea 
Tariabelen x sind. Wir fragen zmüchst, wie mau die toII- 
Btändige Lösung toh (1) aus der partikularen findet. Sind y^ 
und ^ zwei partikulare LÖsnogen, y die TollBtöndige Lösung 
Tou (1), 80 folgt durch Subtraktion: 

und daher; 

dl(j/-y.) df(y-y.) 
dx dx 

oder; 

WO die Int^prationskonfitante ist. Die Gleichoug (1) ^bt sich 
aber auch direkt leicQit integrieren, indem mui eine Trennung 
der Toriabelen herbeiföhrt. Zu dem Zwecke setzt man: 

(2) y = Be, 

wobei e eine neue Tariabele und 9 eine Funktion tou x ist, 
die noch willkürlich bestimmt werden kann. Es wird: 

und die äleichong (1) erhalt die Form; 

W 9^ + '(^ + M + ^'-»- 

Kon labt sich die Funktion 9 durch die Bedingung 
bestimmen, dsls: 

(6) 5i+^9-'' 

wird, überdies können wir festsetzen, daJs gleich 1 wird 
für x-=x^. In der Differentia^leichang (5) sind die Yariabelen 
getrennt, wenn man sie in der Form schreibt: 

~ + X^dx = Q; 

Saiitt, nur.- a. Iut«gnil-B««luiniig. UL 1. Aufl. S 
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hien 


11 folgt; 


(6) 


U--Jx,dx, e-e «• . 



Ferner reduziert sidi nun die Gleidiimg (4) auf die Form: 

oder: 

de + ^^ = 0. 

Die Yariabeleo sind hier getrennt, and die Int^pvtlon 
ergiebt: 



'— /t^'+°' 



wobei G die willkflrliche Eonstante ist. Demnscli wird die 
Tollatändige LSsong der Ctleichimg (1): 



(7) ,_« ■. 


C-Jx,e'' ix 


676. Boiqilal I. DU BifferrnUalgleiaumg 


(1 + ^,||_^,_„ 


m mtegrierm, wo a eine gegätens Eonstante ist. 


Hier ist: 


. ^'--ri 


-,, Xj--j-;^. 



ferner: 

also ist die gesuchte LSaang: 

y = aa; + C/l + a;*, 
wobei (7 die willkürUche Konstante bedeatet. 
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677. Bespiel n. Die IHffermHeAgleidwmg 



gu ini^rierm. 
Hier ist: 



ferner: 

Cx^dx = 2lx, Ö = Jr. 
folglich: 

Nun ist: 

/ '^'^^^ = — f a^änxdx=^(a^ — 2)fiOBx^2xmnx + const., 
sIbo: 

/ ^da: = — ä"/~ — dx~~—(a^— 2) coBa + j x sin x + eooBt, 
mithin ist die geenohte LöBtmg: 

C , X Cnax , , «' — 2 3 nnic 

»- ii + «j/ —''»' + TiT "•»'- J —■ 

678. DUbreiitialgleiohiuigen, die auf Uoesre mrOok- 
fOhrlwr tinA. Die äleidmngea von der Form: 

m ^+x!,+x,»— 0, 

in welchen X und X, g^bene Fmiktionen von x bezeichnen, 
lassen sich »nf die lineare Form bringen TermitteUt der Sub- 
stitution: 

1—« ' " dt 
Denn dividiert man die orsprünf^che Gleichung mit y", so 
wird sie: 

»• 
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und folglich ei^ebt die SabBÜtation: 

Aach kami mau direkt auf die äleiehnng (1) das lute- 
grationsTerfahren anwenden, das wir in Nr. 675 benatzten. 
Denn setzt man: 

SO wird die Gleichung: 

Dieselbe reduziert sich aof die Form: 
(3) |i + X.9"-'<--0, 

irenn ""«■'> B so beatimuit, dab 
(t) E + 9X-0 

wird. Diese Qleicbnng eigiebt wie früher: 

—/Xix 

Die Gleichnng (3) wird, wenn man die Yariabelen trennt: 

Integriert num diese und bezeichnet man mit C die Eon- 
stante, BO folgt: 



-/x.« 



Also ist die Int^ralgleichimg von (1): 



"=(l-«)e 



e «■> Xjdx 
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ZoBats. Auf die lineare Qleichnng läfst sich nnn aacli die 
Oleicliaug 

q>(x, y)dx + ^{x, y)dy + xi<e, y) (xdy — ydx) = 

zorQckfQhren, in welcher tp and ^ homogene Funktionen Tom 
Grade n and z ^^^ homogene Funktion vom Grade 3 ist 
Denn setzt man; 

1 = /, xdy — ydx — a^dt, 
Bo wird die Oleichnng: 

x" 9dx + ar" V(xdt + tdx) + x^+*Xdt = 
oder 

(* + (y)^+ a;*P+ «1— +»X = 0, 

80 AaSs man die soehen gelöste Gleichong erhalt. Ist g = » — 3, 
BO ist diese äleichong eine lineare. 

676. Die Tz^ektorien. Das allgemeine Problem dieser 
Art ist das folgende: 

Ein System von Kwrven ist gegeben, dargestePi dur^ 
eine Gleichung, in tedcher ein vcmabder Paratnäer ent- 
hcdten ist; es sollen die Kurven bestimmt werden, wache 
die geg^enen unter einem bestimmten Winkel s<Anmden. 
Ist der vorgeschriebene Winkel ein rechter, so heifsen die 
gesuchten Eorren die orthogonalen Tra^elUorien des Systemes. 
Die Aufgabe filhrt immer aof eine Difierentialgleichong 
erster Ordnung. Die gegebenen Durren seien auf zwei recht- 
winklige Achsen bezogen, und ihre Oleiohong sei durch 

(1) F{x,y,^)-0 

dargestellt, wobei a den Tariabelen Parameter bezeichnet; ist 
M{x, y) ein Durchschnittspunkt zwischen einer Kurve des 
Systemes und einer Tr^ektorie, bezeichnen wir femer mit 
e, e^ die BichtungskoefGzienten der beiden Tangenten im 
Funkte M, mit Y die trigonometrische Tangente des ge- 
gebenen Winkels zwisdien den beiden Kurven, so ist: 
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Der Koeffizient c ist der Wert von ^, welcher ans der 
Gleichung (1) folgt, d. k es ist: 

dv 

da ferner (^ der Wert Ton ~ fEtr die gesuchte Enrre ist, so 
wird: 

aj? dFdy 

^ "By äx y 

dF _dFdy " 

oder 

Eliminiert man a zwischen den Gleichnngen (1) und (2), 
so erlült man eine Oleichnng: 

(3) «(»'».äl)-»' 

welche die Dififerentialgleichni^; der gesuchten Tr^ektorien ist. 

In Bezug auf die Eindeutigkeit des Winkels, dessen tri- 
gonometrische Tangente den gegebenen Wert V hat, ist noch 
folgendes zu bemerken: Hat man als positiven Drehnngssinn 
die Drehung von der positiren a:- Achse znr positiven ^-Achse 
festgesetzt, so bedeutet c die trigonometrische Tangente i^en 
Winkels, um welchen man im positiven Sinne die Abscisse 
zn drehen hat, damit sie in die L^e der Tangente kommt; 
femer ist V die trigonometrische Tangente des Winkels, um 
welchen man diese Tangente in demselben Sinne weiter zu 
bew^en hat, damit sie in die Tangente der gesut^ten Tra- 
jektorie übergeht 

Bei rechtwinkligen Trajektorien ist F— oo; die Glei- 
chung (2) reduziert sich daher auf: 

und die Elimination von a zwischen den Gleichungen (1) und (4) 
liefert die Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien. 
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I Beliplel. Die Kurven m bestimmen, iod<^ 
das Syrern y = ax"* witer einem konstanten gegebenen Wmk^ 
schnmden. 

Der Wert von ^ wird hier gleich «mx^ — ^i bezeichnet 
mau alfio mit j die IxigonometriBohe Tangente dea gegebenen 
Winkelfi, so ist die Dififerentialgleichiing der gesnchten Tra- 
jektorien: 



1 + m 






""^ 1 ™ i 
^ fc« 

Die rechte Seite dieser Oleichnng ist eine Funktion Ton 
-, also lälst sich die Integration nach der Methode der Nr. 673 
aasfOhren. 

Wir untersuchen nun den Fall m ^ 1 ; die gegebenen 
Kurven bilden ii1ai]fmTi ein System von Geraden, die dnrch den 
EoordinatenanfangBpunkt gehen; die Differentialgleichang wird 
xdx + yäy = 1c(xdy — ydx). 

Man erkennt tuunittelbar, dals xdy ~ ydx das Differential 
des doppelten Sektors ist, welcher von dem Badinsvektor des 
Ponktes X, y mit einem festen Badias gebildet wird, and 
welcher im Polarkoordiuatensysteme durch fi^dta aasgedrückt 
wird. Desgleichen ist xdx + ydy das halbe Differential Qd^ 
des Quadrates p; also wird: 

^d^ =« JcQ'da} 
oder 

Demnach ergiebt die Lit^ration: 

e = Cc*-. 
Die gesnchten Tr^jektorien sind logarithmische Spiralen, 
was mit einer bekannten Eigenschaft dieser Eurreu überein 
stimmt (Nr. 247). 
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eSL Zweites Beispiel. Die orthogonalm Trajäctorim emes 
Systemes von konfokdlen Ellipsen zw he^immen. 
Die &leichimg der gegebenen Ellipsen ist 

-wobei ^ den variabelen Parameter tmd b eine feste GrSlse be- 
zeichnet; fOr die EUipBen ist p'> b\ Die Differenti&tioa er- 
giebt: 



und hieraoB fo^: 



X* X ledx+ydy y' y xdx + ydy 

5' dx b* Q*— 6' dy b* 

also durch Addition: 

(xdiz-ifdxKxdx + ifdy) _^ 
b'dxdy '■■ 

Diese DifFerentialgleichong gehSrt den gegebenen EUipaen 
an. Um hieraus die der orthogonalen Trajektorien zn ge- 
winnen, hat man -~ durch — -3- oder dy dorch — dx, dx 
' dx dy ^ ' 

durch dy zu ersetzen; bei dieser Yertanschung bleibt aber die 
TOrstehende Gleichung ong^ndert; also bleibt auch das Int^ral 
das i^imliche, d. h. die Gleichung der gegebenen Ellipsen stellt 
zu^eich das System der gesuchten Trajektorien dar. Nur um 
die beiden Systeme zu unterscheiden, die algebraisch irredu- 
cibel sind, kann man 9' darch einen anderen Parameter 11* 
ersetzen, also die Gleichung schreiben: 

Nimmt man (i* < b* an, so stellt diese Gleichung Hyperbehi 
dar, deren Brennpunkte mit denen der Ellipsen zosammen- 
&Uen, and welche diese unter rechten Winkeln schneiden. 

6S9. DrittoB Beispiel. Die rechtwinkligen Trajektorien aUer 
gltichseiHgen H^erbdn zu bestimmen, der&i MiUäpimkt ein 
gegäiener PmH ist, und die durch emen zielten geg^>enea 
Fmäct gehen. 
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Im FolarkoordiiiabeiiEijBtem haben die g^benen Hyper- 
beln die äleichtmg: 

9 =cobC2<o-2o) 
oder 

cotg (2(0 - 2 a) = 



-o'cobSoi' 

a ist hier der variabele Parameter, and a bedeotet die 'Ent- 
femnng des Mittelptmktes vom gegebenen Fnnkte auf der Achee. 
Die logaritlimiscbe Differentiation ergiebt: 

^-tog(2«-2.) 

oder 

dt p'— a*C0B3m 

ffda a'BinätD 

Nnn ist --~~ die Tangente des Winkels zwischen der 
Normalen und dem BadinsTektor; folglich erhält man die 
Differentialgleichong der gesnchten Eurren, wenn man f(lr 
—^ den reziproken, negativen Wert einsetzt, also: 
df _ g' Bin a m 

tdat O*C0B2ffl — p' 

oder 

de = - - (o* cos 2«,) + 2ß. 

Diese Gleichung ist eine lineare, wenn man a*coB2ia 
and Q als die Yariabelen betrachtet; bezeichnet man mit ' 
a* — i* die willkürliche Konstante, so erMlt man das Integral: 

a*cos 2a) = g-i[p*+ »*— 6*] 
oder 

Q*— 2a* p* cos 2m + o*=6*. 

Diese Gleichong, in welcher h der variabele Parameter 
ist, stellt ein System von Gasaiuiscben Eorven mit deat iJim- 
lichen Brennpunkten dar (Nr. 561). 

% 3. Die Addltlonstheoreme. 
688. Der Logaiitlimiu. Die wesmiblichen EigenBchaften 
der Logarithmen nnd der cyklometrischen Funktionen lassen 
sich leicht vermittelst der Integralrechnnng erkennen; wäre die 
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Theorie dieser Trmusceudeiiteii oicht schon fiHher entwickelt 
worden, so hätte mim sicherlich ihre Orondlagen ans den ersten 
Sätzen in der Theorie der QifferentiBlgleichangea gewonnen, 
wie solches hei den elliptischen Funktionen und den höheren 
TransBoendenten mit algebruschen Differentialen in der That 
geachehen ist Aof einige Entwickelungen dieser Art wollen 
wir hier eingehen. 

Wir betrachten die Differential^eichmtg: 

(1) ^ + '^-0. 

Die Yariabelen sind hier getrennt, aber die Integration 
jedes Gliedes erfordert den Begriff des Logarithmus. Wenn 
diese Funktion noch nicht eingeführt ist, so mols man das 
bitegral durch die äleiohmig 



fy-h- 



darstellen. Soll sidi der Wert tou y fSr x = \ auf eine be- 
stimmte Chaise z reduzieren, so mols mau die Konstante C 
durch die Bedingung bestimmen: 



1^ = 



/' 



indem man die Yariabele anter dem Integrakeichen eben&lls 
mit e bezeichnet; onser Integral wird demnach: 

Andererseits ist evident, dals die Gleicbong (1) ein al- 
gebraisches Integral zuMst; denn wenn man die N^mer be- 
seitigt, so folgt: 
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ydx + xdy — 
oder 

d(xy) = 0, 
also iBt das Integral: 

xy = const, 
nnd wenn man die Konstante so beBtimmt, dab y^s wird 
tOr x = l, ao erluilt man: 
(8) »,-<i 

die Gleichangen (2) nnd (3) drflcken die i^mlidie Bedation 
zwiaclieii x, y, e aas, mit anderen Worten, sie sind äquivalent 
Wenn die Tranaacendente 



/¥ 



hier ztun erstenmal aoftritt, mab mau ihr einen Namen geben; 
■wir nennen sie Logaritbmus und schreiben: 



/^ 



= lx. 



Dann giebt uns die Gleichung (2), wenn wir xy an Stelle 
Ton B einführen: 

l{xy) = lx + ly, 

nnd dies ist die Fnndamentaleigenschaft des Logarithmos. 

An Stelle der Logarithmen können wir nun auch die 
invereen Funktional einfilhren: es sei: 



A'="-A-'A= 



Da u eine Funktion Ton x ist, so kann man auch x als 
eine Funktion tou u betrachten; wir bezeichnen diese Funk- 
tion mit dem Symbol e", so folgt: 

a = c", y = e', « = c", 
und die Gleichungen (2) und (3) erhalten die Form: 

folglich: 



^dbvGooglc 



44 Zweites KapiteL 

wodurch die Fnndamentaleigenachaft der Exponentialfoiiktion 
aaBgedrackt ist. 

684. Der Axtma Tangens. Wir betrachten zweitens die 
Differentislgleichang: 

Die Yariabeleu sind getrennt, nnd das Integral erhält, 
wenn man mit e den Wert bezeichnet, welehen y ftlr x = 
annelimen boU, die Form: 



(5) 



J l + x'+J 1 + y' J l + . 



Die Gleichung (4) VSM sich aber noch folgendermabea 
Bohreiben: 

[l-xy + y{x + y)] dx+[l-xy + x(x + yj] dy = 
oder: 

(1 - xy) (dx + dy) - (a; + y)rf(l - a:y) - 
oder endlich: 

(l-ay)d(a; + y)-(a!+y)d(l-gy) f. 
(1-iry)' 

Die linke Seite ist ntin das Differential von f'_ ^ , nnd 
diese dröise wird ftlr :r = and ^ = z ebenfalls ^eich b\ 
folglich wird das Integral der Oleichong (4), das schon durch 
die Gleichung (5) dai^estellt ist, auch gleich: 



(«) 

Wir setzen nun; 








j'+y 



-^ = arc tang y = 



= «ta tang 2 = w, 
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80 haben wir fOr die nene TransBcendente die Oleiehnngen: 

arc tang x + arc tai^ y — arc taug e = arc tang _^^ i 

die für alle jeellen Werte der Yariabelen x, y Geltang hat, 
während wir bei komplexen Werten die singnlaren Fnnkte 

noch näher nntenmchen mflieten. Definiert mau die inversen 
Funktionen durch das Symbol tang u, bo erhalten die älei- 
chongen (6) und (6) die Form: 

, tangM-J-tangn , 

' ' 1 — tang w tang ti ^^ ' 

folglich ist: 

, / , \ tangw + tangp 

tang (u + v)= ~f . — — > 

nnd dies ist die Fondamentaleigenschaft der Funktion tang u. 

68Q, Der AzODB Sinns, Wir betrachten schlielslich nodi 
die Gleidiong; 
(7) -J^ + ^M^-0. 



1-» 
Daa lutegnil, derart bestimmt, dals für X — Q y = g ist, 



wird: 

(») fwh.-fyih-fySh- 



Multipliziert man aber die Differentialgleichung mit dem 

Faktor 

yi — :^yi — y' — xy, 
so folgt: 

Wl^Hx - x,-Äl + \YUr^dy - y --Ä.1 = 
L yi — y"J L yi — x-i 

oder: 

d{xyv^) + di^yü^) = 0. 

Das Integral wird also, wenn man es gleich&lls so be- 
stimmt, dab y =0 ist fOr a; = 0: 

(9) xYT^ + yyr^ = e. 



^dbvGoOglc 



46 Zwätea Kapitel 

Unltipliziert man die DifferestüdgteichiiDg (7) mit der 
linken Seite ron (9), so kommt links wieder ein TollBtSndiges 
Differential heraus, nfimlicli das on:T 



Hau braaeht also blols diesen Aosdrack konstant zq setzen, 
am das Integral der Gleichnng (7) in nener Form zn gewinnen. 
Bestimmt man die Eonstante wiederum so, daG) fOr 

x = 0, y = B 
wird, so erl^t man: 

(10) }/r^i/r^«-«y=i/r^. 

Die drei Gleichungen (8), (9), (10) stellen die nSmliche 
Ration zwischen den GrÖJJen x, y, e dar. Die letzten beiden 
sind algebraisch, während die erste transseendente Funktionen 
enthält. 

Setzen wir non: 

/' dx r dy /* Ä» 



so ist u eine Funktion von x, nnd wir kSnnen auch umgekehrt 
X sowohl, wie yi — a^ als Funktionen Ton « betrachten, 
wenigstens solange der absolute Betrag ron x kleiner als eins 
ist. Wir bezeichnen diese Funktion mit dem Symbol sin u, 
cos u, so ist: 

X = sin u, tf -E sin V, « = sin w, 

yT~-ä*= cos «, y 1 ~ y* = cos 0, y\ — B*= COB w. 

Die Oleichnng (8) wird: 

xatd die Gleichungen (9) und (10) geben folglich die Bdationen: 
sin (u -{- v) => sin u cos v -f cos u sin v, 
cos (« + c) = 008 M cos v — sin w sin c, 
wodurch die Fundamentaleigenschaften der Funktionen simts 
und cosimiS ausgedrückt sind. Man könnte mm auch auf 
diesem Wege die anderen bekannten Eigenschaften dieser 
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Fimktioiieii, z. B. ihre Periodizität, aufs neue ableiten; doch 
wollen wir liierbei nicht verweilen, sondem diese Betrachtai^^en 
nur noch schlieblich, nach dem Yoi^ang von Enler, auf den 
Beweis der charakteristischen Eig^ischaifb der elliptischen 
Funktionen anwenden. 

686, DM elliptiaohe Integral erster Oattanc. Wir be- 
trachten die DifFerentialgleicbQiig: 

(1) to dy _ 

'- ' i/i _ *n/i _ n-1 ' i/i_.,n/i_i-i.ii ' 



wobei k* eine g^ebene Grölse zwisdieu and 1 bezeichnet. 
Die Yariabelen sind hier getrennt, and wenn man das Inte- 
gral so bestimmt, doTs fi\t x='0,y = B wird, so erhält man; 



eine Oleichang, in welcher jedes Glied ein elliptisches Int^;ral 
erster Gattung ist. 

Ealer hat nun erkannt, daJs die Gleichung (1) auch ein 
algebraisches Integral besitzt; dasselbe yäSai sich bestimmen, 
indem man folgendermalaen vorgeht. Wir setzen: 

so dols die voi^egte Gleichung die Form bekommt: 

dx , äff 

yz 1/r" 

oder, indem mau die Nenner beseitigt und dabei die Gleichung 
mit einer noch unbekannten Funktion T moltipliziert; 

(ä) ryTds + T/xäg = o. 

Nun ist abw: 

TxdY 



^ = 0, 



TVXdy~d(^TVX)-^-yVXdT, 
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und die Gleidiimg (3) wird Bouacb: 

(4) ä[T{xVY + yVt)] - f (^ + ^^ 

X.' and y bezeichnen die Ableitnngen ^— > -^■ 

Man kann nun die Funktion T eo bestimmen, daTs Bich 
diese Qleichong auf 

(6) d[T{xVY+9YX)]-0 

redozierL Zn dem Zwecke mOseen sieb die übrigen Tenne anf 
Grmid der Gleickm^ (1) gegenseitig aufbeben. Ersetzen wir 
also dT dwtch 

•^dx + ^ dy, 

tmd bemerken wir, dab dx und dy proportional zn f/X und 
— yY sind, so hat die Funktion T der Bedingung zu genügen: 

(6) f(^r-,xo-(srv'z + «/r)(||i^-|f/r)-o. 

Diese Qleicbung ist eine partielle Differentialgleichung; 
fOr unseren Zweck genügt es aber, irgend eine partikulare 
Lösung denelben zu kennen. Wir untersuchen, ob ein rationaler 
Wert von T diese Oleichung befriedigt; man erkennt, dafs, 
wenn solch ein Wert existiert, die partiellen Ableitnngen 
T-T und -g- proportional zu y tmd x sein müssen, damit die 
Quadratwurzeln ans der Gleichung (6) verBchwinden. Diese 
Bedingung wird erfüllt, wenn man für T eine Funktion des 
Produktes xy wählt, denn bezeichnet man mit T' die Ab- 
leitung Ton T in Bezug auf dieses Produkt, so wird: 

dx "' dy 

Die Substitution dieser Werte ia die Gleicbimg (6) ergiebt: 
T' _ xY'~yX ' 

oder, wenn man an Stelle von X, F, X', Y' ihre Werte 



m 
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dieser Ausdruck ist in' der That *eine rationale Funktion des 
Frodnktes xy, und diese Funktion ist die Ableitung von 

-!(!-*'«■,■); 
das Integral der Gleickung (7) ist also: 

IT=- 1(1 - ÄVy») + const. 
Die Konsttuite kSnnen wir gleich null setzen, und dem- 
nach wird: 

Dieser Wert von T genügt der Oleiohnng (6), folglich 
erhält die Gleichung (1) die Form: 

(9) d '^+'X^ -O. 

1 — t'ic'y* ' 

also wird ihr Integral: 

Setzt man fOr X und Y ihre Werte ein, and bestimmt 
man die Konstante so, dals für x = 0, y = g wird, so erhält 
man die Gleichni^;: 

Vermittlet dieser Gleichong kann man nun anch die 
beiden Wnrzeln: 

y'n^ und yi - k'g', 
welche die Werte von 

yT^* und yi-kY 
ftlr x^'O darstellen, als Funktionen Ton x ond y aosdräcken; 
man findet lei(^t: 

yi — x'yi — y' — ayyi — h*x*} 



-t'as'y* 

687. BUiptiflOhe Funktionen. Jede der Oleichongen (2), 
(10), (11), (12) stellt das Integral der Gleichung (1) dar, in 
welchem für x = 0, y^^e wird. Setzt man nun: 

Bsrral, Dlff.-n. iDtegrBl-BeiilulQiie. III. S. Anfi. 1 
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amu Aamt> 
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' 
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1 am wcoB am v 



ond ferner, wie in Nr. 647: 

a: = eino»»M, y'l—x'—coBamw, yi — äV= Aom», 

BO wird die Gleichung (2): 

«' = « + «, 

und die Gteichnngen (10), (11), (12) geben folglicli: 

/ , , sin am u cos am v A am v -|- sin am o cob am u A am w 
gm am (« + «) = ■ — • 

ooB on» (« + w) = 

A <«» (m + f ) — 

Diese Formeln stellen das AdditionsÜheorem der ellip- 
tischen Funktionen dar. Wir beschränken uns hierbei anf die 
Angabe dieses Besnltates, dessen Beweis noch nicht bei un- 
beschränkter Variabilität der Argumente geführt ist, das wir 
indessen nicht weiter entwickeln können, ohne die Grenzen, 
welche wir uns gesteckt haben, zu überschreiten. 

% 3. Der Hnlüpllkator. 

688. Begriff des UnltipUlcators. Ist die Differential- 
gleichong nach dem Differentialquotienten anfgelSst, also von 
der Form: 

so kann man auf beliebig viele verschiedene Weisen 

setzen, wobei P und Q Funktionen von x und y sind, dann 
erhält die gegebene Differentialgleidiimg die Form 
Fdx + Qdy = 0. 
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Sind die Funktionen F nnd Q so gewählt, daJs Pdx + Qdy 
ein exaktes Differential ist (Nr. 611), wenn x sowohl wie y als 
unabhängige Yariahele aogeselien werden, so dab man 

du = Pdx + Qdy 
se^en kann, wobei u eine Funktion von x nnd y ist, so ist 
evident, da& das Integral der gegebenen Gleichnug 

» = oonBt. 
wird. Will man aber, nachdem die mit P nnd Q bezeichneten 
Funktionen gewählt sind, an die Stelle derselben andere ein- 
fahren, so werden diese den ersterm bis anf einen Faktor f» 
gleich, nnd die gegebene Differentialgleichong erhält die Form 
liPdx + iiQdy = 0. 

Ist die linke Seite dieser Qleichong das exakte Differential 
einer Funktion u, so ist das Integral der Oleichung wiederum 
u = const. In den beiden letzten Beispielen (Nr. 686, 687) 
gelang es uns thateächlich, eolcbe Faktoren ^ — nuin nennt 
sie Mtdi/^^aitoren — zn finden. Wir wollen nun zeigen, dals 
jede Differentialgleichung erster Ordnung derartige Faktoren 
besitzt. 

889. Bati I. Sind P und Q zwei gegebene Funktionen der 
beiden itndbhängigen Varidbelen x und y, so giebt es immer 
einen Faktor ii deraH, dafs das Produkt dieses Faktors mit dem 
Differentiale Pdx + Qdy ein exaktes IHfferei^al liefert. 

Wir wissen, dafs die Differentialgleichong 

(1) Pdx+Qdy = (i 

ein Integral besitzt. Nimmt man nou an, dals dieses bitegral 
nach der willkürlichen Eonstante, die es enthält, aufgelöst ist, 
80 hat es die Form 

(2) «-C, 

wobei « eine Funktion von x und y ist. Die Gleichung (2) 
ergiebt durch Differentiation: 

(3) ||<** + f|<'S-». 

und der Wert von ^j welcher ans dieser Gleichung folgt. 



^dbvGoO^^lc 



&2 Zweite« Eapitel. 

rnub bei jedem Weite von x and y gleich sein dem Werte, 
den die Differentialg^eidiung (1) liefert; also ist 

du du 
(4) Ji _dy 

P ~ Q 

Diese Gleichang (4) beatebt zunächst auf Grand der 6Iei- 
chnng (2), aber man erkennt, da& sie in der Tbat identisch 
bei allen Werten von x und y bestehen mnis; denn sie ist 
onabhängig von C, nnd der Wert von y, welcher dnrcdi die 
Gleichnng (3) gegeben ist, ist eiae Funktion von x and G. 
Bei jedem Werte Ton x kann daher y noch willkürlich fixiert 
werden. 

Bezeichnet man mit (i den gemeinsamen Wert der beiden 
Quotienten in der Gleichang (4), so wird 

and folglich ist: 

(6) „i,Pdx+Qd9)-'^d^ + '^iy-du. 

Der Aasdruck Pdx + Qdy wird also ein exaktes Diffe- 
rential, wenn er mit dem Faktor {t multipliziert wird. In 
Übereinstimmong mit voriger Kammer nennen wir ihn daher 
einen Mtdl^ikaior oder auch einen mt^rierenden Faktor der 
Differentia^leichnng. Das Integral u = const ^lat sidi dann 
nach der &8heren Regel dnrch bloJse Qaadrataren bestimmen, 
sobald solch ein Faktor ermittelt ist. 

690. Folgerangen. — Sats IL Es gieU unendlich vide 
FaMoren, dw<3i wdche der Ausdruck Pdx + Qdy ewt exaktes 
Bifferefiial wird. 

Wir haben bewiesen, dals immer ein Faktor p, existiert, 
so dals 

li(Pdx + Qdy) = du 

wird, wobei u eine Funktion von x and y ist. Multipliziert 
man nan diese Gleichung mit einer beliebigen Funktion <p{u) 
von M, so wird 

ti^(u){Pdx + Qdy) — ^(m)^«, 

nnd dies ist ebenfalls ein exaktes Differential Wie also auch 
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die Funktion q}{u) gewählt sein mag, das Differential wird 
exakt, Böbald mau es mit dem Faktor iiip(u) multipliziert. 

Za bemerken ist dabei noch, dals ft^(u) der allgemeine 
Aasdruck für alle integrierenden Faktoren ist. Denn ist M 
solcli ein Faktor, und also: 

M(Päx+Qdy) = dU, 
wobei ü eine Funktion von x und y bedeutet, so ist 

demnach 

äU=-du. 

Da nun u eine Funktion von x and y ist, so kann mau 
y als Funktion von u und x betrachten; also ist ü eine Funk- 
tion von u und x. Die letzte Gleidinug aber zei^, daTs die 
partielle Ableitung von U nach x nnll ist. Hieraus folgt^ 
dals U nur eine Funktion von u allein ist, und dafs folglich 
auch dasselbe fOr die Ableitung ^— gilt; mithin wird 

— = 9,(m) oder M = tiip(u), 

was zu beweisen war. 

Satz ZU. 8md M und p. zwei integnerende Faktoren des 
DifferenÜales Pdx + Qdy, und ist der Qitotient dieser beiden 
Faktoren nicht identisch Jconstant, so ist das vollständige Integrtd 
der IHfferentialglächung Pdx -f Qdy = gleich — = 0, wobei 
C eine wÜlkiaiiche KonstarUe bedeutet. 

Nach unserer Annahme ist 

ft{Pdx + Qdy) = du, 
und da anch das Produkt M(Pdx + Qdy) ein exakt« Diffe- 
rential ist, so ist nach dem vorigen Satze: 

V = ■?(")' 
wobei 9:(u) eine bestimmte Funktion von u oder eine Eon- 
stante sein mols, doch haben wir den letzteren Fall aus- 
geschlossen. Die Differ^itialgleichDng Pdx -|- Qdy == läTst 
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sich nnn in der Form Bchreiben du — 0, ihr Integral ist also 
u = const odet, was auf das lülmliche hinanekommt: 

qo («) = conBt., d. h. — = C 

Wir werden e^S-tet noch mclitige Änwendtmgen von 
diesem Satze machen. 

Znm Schlolfa dieaer Nnmmer wollen wir ans der Bedingung 
Nr. 611 eine partieUe Differentialgleichnng £üx den Mnltiplikator 
ableiten. Soll der Ansdmck 
(1) iiPdx + ftQdy 

ein exaktes Differential sein, ao mala nach Nr. 611 die Be- 
dingung erffillt sein: 

dy 9x 

oder 

(2) ^lf-«ll=-(ll-|f)- 

Diese Oleichnng, tou welcher die unbekannte Funktion n 
abhängt, ist eine partielle Differentialgleichnng; die Bestinminng 
TOn (t beruht also sozusagen auf einem Probleme höherer 
Ordnung als die ursprOugliche Aufgabe der Integration der 
Gleichung 

Pdx + Qdy = 0. 

Es giebt iiLdessen gewisse I^e, ans denen sich der 
Faktor fi auf Grund dieser Gleichung leicht ermitteln läfst; 
die einiachsten derselben wollen wir hier angeben. 

601. Die homogene G-lelohniig. Sind P und Q homogene 
Funktionen vom gleichen Grade m, so kann man eine homogene 
Funktion /i vom Grade » finden, so dafs 

(1) li{Pdx + Qdy) 

ein exaktes Differential wird. Denn es wird (iP eine homogene 
Fuoktioii Tom Grade m + n, und fo^hch ist identisch (Nr. 90 
und 139): 

Die Bedingung, dafs der Ausdruck (1) exakt ist, lüimlich: 
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(2) ^J^ = ^tftg) , 

kann also in der Form geBchrieben werden: 



and 

" 8« 5^ ''■^ 

iat: 

Die Zahl n ist nocli anbestimmt; wir setzen also: 
m + w + 1 - 0; 
folglich wird die Bediugm^ (2): 

Die analc^ Untersachnng lehrt, SaSa die Bedingimg (2) auch 
in der Form: 

(4) a[,(P«+wi _„ 

dargestellt werden kann, and die Gleichungen (3) and (4) be- 
B^en, da& ft(Px + Qy) eine Konstante ist. Setzt man die- 
selbe gleich 1, 80 wird 

Hieraas folgt, daTs, wenn P and Q homogene fWktionea 
desselben Grades sind, der Aasdrack 
Pdx-\.Qdy 
Px+Qy 
ein exaktes Differential ist. 0m also die DifferentialgleichoDg 
(6) Pdx + Qdy = 

zn integrieren, hat man nach der Methode der Nr. 612 das 
Integral des exakten Differentiales 

Pdx -ir Qdy 

i'is + gy 

za bestimmen and dasselbe gleich einer Eonstante zn setzen. 
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Ist die linke Seite der Gleicliang (6) seibat schon ein 
exaktes Differential, eo keimen wir zwei integrierende Faktoren 
dw Gleichong (6), uämlicli 



setzt man den Quotienten dieser beiden Faktoren gleich einer 
willkfirUclien Konstante, so erhält man das Tollständige Integral 
(Nr. 690, Satz HI); dasselbe wird dann: 

P« + ©y - G. 

Diese Methode onterscheidet sich im Grmide nicht ron 
der frtlheren in Nr. 673 behandelten; denn ist 

BO wird die linke Seite der äleichimg (6): 

oder, indem man 

y = xe, dy = xdg + edx 



«*-/■(»)] [?+,-^,]- 



Durch diese Transformation wurde früher die Trennung 
der Yariabelen herbeigefOkrt, and man sieht, dab dieser Ans- 
dmck ein exaktes Differential wird, wenn man ihn mit dem 
Faktor 



multipliziert. 

692. Die lineare Gleicliang. Der integrierende Faktor /t 
des Differentiales 

Pdx + Qdy 

^S&l sich auch leicht bestimmen, &lls man von ihm weils, 
daTs er nur eine Funktion Ton x oder Ton y allein ist. Nehmen 
wir z. B. an, dafs fi nur von x abhangt, daJÄ also '^ = ist, 
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BO bekommt die aUgemeine Qleidiang des integrierenden Fak- 
tors, Dämlich: 

die Form: 

8P_8e So 
^ dx ^x_ 

« ~ c ■ 
XToflere Ajmahme erfordert hob, dalB der Qaotieiit 
IP »Q 

~e ^ 

iat, wobei X nnr eine Funktion Ton x bedeutet;. Ist dieses 
der Fall, so wird 

— = X oder ^=Xdx, 
also: 

Xda; + coQBt oder fi. = Ce'° 

Nehmen wir, was immer gestattet ist, an, dab Q'=\ ist; 
damit dann der obige Quotient nnr eine Funktion von x allein 
ist, ma&. 



nnabbängig TOn y sein, d. b, JP = X.y -\- X^; X and X^ sind 

Funktionen von x. Der Differentialansdruck hat dann die Form: 

dy + {Xy + X^)dx, 

and e*° ist ein integrierender Faktor. Um alao die Ui[ea,r& 
Oleidiong: 

dy + (Xj/ + X^dx - 

za int^p-ieren (Nr. 675), hat man sie mit dem integrieremdeu 
Faktor zu mnltiplizieren; es wird 

flix flix Jlia 

dye'^ + i/e'= Xdx + e" . X^dx = Q, 
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ond die Intagratdou ei^ebt: 









698. Ein letBtes B6i«pieL Wir untersuchen achlie&lich 
nur noch den Fall, wo der Ansdrock Pdx + Qdy exakt wird, 
wenn man ilm mit einem Faktor ^ von der Form XY 
moltipliziert, wobei X and Y bezüglich Funktionen von x 
und y sind. Die Bediugungegleichung ist hier 
djXTP) _ »{XTQ) 



oder 

dx 







SP 


-Il=e¥-P 






dies erfordert; 


, dafa die Differenz 






von 


der Form ist 


ap ae 










8P 


||-e,f(i)-p*(j,). 






Ist diese 


Bedingung erföllt, bo kann man 


setzen: 


lilso 




1 dx 


, . I ar 


■*w, 






X. 




/* = 


xr. 



§ 4. DifiFerentialgleichnngeii, die anf projektiven 
Transformationen basieren. 

Bei den Differentialgleichungen, die wir in diesem Para- 
graphen behandeln, sind es immer lineare Transformationen 
der Yariabelen, durch die wir die Integration, wenn sie über- 
haupt gelingt, erreichen. Schon dieser Umstand, sowie 
der geometrische Charakter der einzelnen Beispiele läCst 
einen engen Zusammenhang mit den sogenannten projektiven 
Transformationen (Nr. 707) vermaten. Genauer wird dieser 
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Znfiammeiihang aber erat im § 5 erörtert werden können. 
In diesem Paragraphen aber werden wir die analytische Be- 
handlnng der Probleme in den Yordei^nind stellen nnd daher 
die gffliauere Erklänmg fUr die ÜberBchrift noch Boholdig 
bleiben. 

694. Die Difldrentialj^eiohtmgt deren Koeffizienten lineue 
homogene Funktionen alnd. Das IniegriA der Differetüud- 
gleüshung 

(ax + by)dx + {a'x + h'y)dy = 

eu. bestimmen, m welcher a, b, a', V gegdtene Konstanten sind. 
Dorch die Snbstitation: 

g = xss, dy = xde + edx 
wird die vorgelegte Gleichung: 

x{a + hs)dx + x{a' + h'e){xdz + sdx) = 
oder: 

(o'.t.6'g)d0 

oder: 

Die ersten beiden Glieder dieser Snmme sind das Diffe- 
rential Ton 

;(a^ + l\a + (6 + o> + h'z^ = l{aofl + (fi + a')xy + h'^, 
folglich erhält man durch Integration: 

lias^-V (6 + a')xy + 6'y«] -\-J --_^^^^^~^dB = comi. 

Setzt man 

(o' - h)* - 4(ab' - ba') = ±S, 
wobei S eine positiTe Orö&e ist, so bekommt das Integral 
der ob^^ Gleichung den Wert: 

a'-b j Wi + b + a'-VH 
yS Zö-Ä + t + a'+V^ff 



* Digimed bvGoOgIc 



60 Zweites Kapitel 

je nachdem ± S einen positiven oder einen negatiTen Wert 
bedeatet Alao wird das Integral der gegebenen Differential- 
gleichong im etstan Falle gleicli: 

im zweiten Fall« gleich: 

![««■+ Ci + <>>, + 6M + ?<2;^ »» l»^^?a±^ _ c. 

Ist ^ — 0, ao Trird das letzte Glied algebraisclL, nnd man 
erkennt leicht, dafa es den Wert hat: 

-a(a'-6)a! 
i}/y + ib + a-)x 

Das Int^ral der vorgelebten Differeutialgleichnng ist nar 
dann eine algebraische Funktion, Trenn die Orßlse ± H positiv 
ist, nnd in diesem Falle mols dann Qberdies 



ein rationaler Brach sein. 

69B. Integration derselben Oleiohimg naoh einer nanen 

Hethode. Dieselbe DifFerentialgleichang labt sich noch in 
anderer Weise integrieren, was zu einer ein&cheren Einsicht 
in die Natnr der Litegralfdnktiou ftÜut und insbesondere das 
Verbalten derselbeoi in dem singuläreu Punkte erkennen lälst, 
fdr welchen 

ax + by = und a'x -(- b'j/ = 0, 
also 

a; =" und y =3 

wird, und welcher hier der einzige im Endlichen gelegene 
singulare Punkt ist. Führt man an Stelle der Yariabelen 
X und y zwei neue Variabele | und 1) durch die lineare Sub- 
stitution 

^ = X'i-)^y, i) = x + Xiy 

ein, so kann man die Konstanten >lj nnd l^ so bestimmen, daJ^ 
die Differentialgleichtu^ die Form erMlt: 

DigilizedbvGoOgIc 



Integrationaiiietlioden. bei DifTerentdalgleichimgen. enter Ordnung. Q\ 

Der Sinn dieser Transformation ist der, dals zvei lineare 
partiknlare Integrale 

6 = nnd i) = 
ermittelt werden. Ss wird nämlich: 
. _ d^ = dx + Ijdy, dij = d» + X^dy, 

g{x + ^y){äx + Xydy) + ^{x + )^y){dx + X^dy) = 0, 
und Boll diese äleichong mit der nrsprüngliclien identiBch sein, 
80 mnfs: 

S + ff' = o, gh + 9% — o', 

sein. Hierans folgt, wenn wir den speziellen Fall a = bei- 
seite lassen: ., , , . 

d. k ;^ und Xf sind die Worzeln der qoadratischen Gleictang; 

aA»_(o'+6)Jl + &'=0. 

Almiann sind g nnd ^ zu bestimmen aas den Gleichtmgen: 

g-\-g' = a, gX, + g\=l), 
und es wird: 

W + !/«Ö'l. + 17« - «'S - rtl, + ?"»,J. + »/(*.■+ «,"), 
femer; , , / , -n. ir 

o'J-oip' — jj;'(l,-y, 
und das ToUstÄndige Integral der Differential^eiclmng 

(1) S"i)"' = const. 

Diese Oleichung nmfafst folgende Fälle, wenn die Ko- 
effizienten a, a'i b, b' als reell voran^esetzt werden: 

1. Sind die beiden Wnrzeln X Ton Torschieden, oi^^leich 
uad reell, also: 

4o6'- (o'+ 6}»=4(o&'- o'6) - (o'- &)»< 0, 
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flo sind auch g nnd ^ beide reell, und entweder von gleichem 
Zeichen, wenn 

a'l — ab'>0 

ist, oder von ungleichem, wenn 

a'b — ab'<0 
ist. Im enten Falle haben die Integralkoiren 

(x + l,yy(x + i,yy = C 
die Eigenschaft, dals tiar die Kurve, für wdche = ist, 
durch den smgnlären Fur^ hindurehgekt; d. h. die Geraden 

x + l^y^O und a: + Ajy = 
sind partii:iiliu« Integnde der Differentdalgleiclrang, sie bilden 
zwei ansgezeichnete Richtungen in dem Biogolärmi Punkte. 
Im zweiten Falle nehme man g als positiT an, jr* als n^atir 
nnd gebe der Integralfonktion die Form: 

ix + l^gy^C(x + X^y)-'', 
80 erkennt man, da/s jede Kurve des Integrcdaystattes durch 
den singtdaren Pwtkt hindurchgeht, and zwar wird, je nachdem 
— ^ kleiner oder grd&er als eine ist, immer nur eine der 
beiden ansgezeichneten Riehtangen von allen übrigen Int^ral- 
knrven berührt, während für den ganz speziellen Fall g^ — ^ 
die Integralkurven in dem singn^ren Punkte lauter verschiedene 
Tangentenricbtongen erhalten. Ist 

ö6'-fto'=0, 
so erhält man ein System von par^elen Geraden, von denen 
eine dnrch den Koordinatenanfangsponkt hindurchgeht; eine 
andere durch diesen Pnnkt gehende Gerade löst sich als Faktor 
ans der DifFerentialgleichnng ab. Die Kurven sind algebraisch, 
wenn ^ rational ist, d. h. wenn 



y(fl'-h)^-4,(ab'-a'b) 
rational ist, wie &üher schon gefanden wnrde. 

2, Sind die beiden Wurzeln konjugiert imi^iiuir, also: 

4ab' - {a' + by= 4(ah'-a'b) - (a' - 6)»> 0, 
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so sind auch die beiden Worzeln ff und g' im allgemeinen 
ebenfallB koiqagiert im^inär, and giebt man denselben die 
Form , ., , 

Bo wird 

das IntegraJBjstem. Schreibt man die GrÖfsen Aj und Aj in 
der Form: 

Ai = m + in, X^= m — in, 
und setzt man 

x + my = x, ny = y, 

80 wird dieees System gleich: 
oder 



(=»■■+ !^')-&±j|:r=c- 



Durch Einführung von Polarkoordinsten erkennt man, 
dafe diese Kurven ein System tou logarithmischen Spiralen 
bilden, deren Pol der EoordinatenanfangBpunkt ist; ^ne reale 
Ktarve des Integrdlsysl&ns geht also dttrch den singvläTen Pmütt, 
sondern jede umkreist denselben asymptotisch. 

3. Sind die beiden Warzeln X^^ und Jt, einander gleich, 

'^^'•' 4(«6' - a'h) - («'- 6)'= 0, 

so ist die angegebene Transformation nicht durchfOhrbar. Da 

^®''* aA*-(a'+6)A + 6' = 

und 

2aJl-(o'+6) = 
ist, so setze man: 

x=i — Xy, dx = di — Xdy. 

Die Differentialgleichui^ erhält dadurch die Form: 

dl{al-\-hy)-h%dy = Q 
oder 

wobei 

Ä = & — a/ = oi — a' 

gesetzt ist; also wird das Integral: 
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oder 

d. h. in den arspTfinglicheu Koordinaten: 

(a:+iy)»=Cc*^+»'». 
In diesem FaUe gehen dUe Iniegralkvrven durch den smgu- 
lären Ftmkt and berühren dort die eine snsgezeiclmete Bichtoi^ 

x + Xy^O, 
sie haben im TTnivr iiin ii. t ftniLnfii.ng iip nn W . eine Spitze. 

Diese verschiedenen Arten eines aingulären Fonktes sii^ 
im wesentlichen aach fOr die Sii^nlaritäteoi der algebraischen 
Differentialgleichongeo erster Ordnung überhaupt malsgebend. 

696. Die KoofSsienten sind allgemeine lineare Fonk- 
üotuiD, Das Integral der DifferenivAgleüämMg 

(flx + &y + ^dx + (ffl'a: + Vy + c')dy = 

tu hestimmen. Diese Gleichung ist nicht homogen in Bezog 
auf die Variabelen x und y, doch kann sie durch eine parallele 
Yerschiebung des Koordinatensystemes in eine hom<^^e ver- 
wandelt werden. Setzt man: 

x = x^+Xi, y-t/o+Si. 
wobei x^ und y^ die neuen Yariabelen bedeuten, und bestimmt 
num Xq und y^ derart, dafs: 

oa^ +6^0 -f c =0 
und 

ax^+Vy^^+c'—a 

wird, so erhält die DifFerentialgleicfaung die Form: 

und wird ^so mit der soeben behandelten identisch. 
Direkter noch kann man setzen: 

oa; + 6y + c =■ M, a'x -f &V + c* = "> 
wobei u und v die neuen Yariabelen sind; ftTsHaTiTi wird: 
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^ aV-a'b ' »" alZ-a'b ' 

und die gegebene DifFerenti^^eiehimg bekommt die Form: 

u(b'du — bdv) + v(adv — a'du) =• 
oder 

{b'u — a'v)du + (av — bu)dv = 0; 

sie ist bomogen in Bezog anf u tmd v. 

Die beides Transformationen sind nicht anwendbar, wann 

ist, also 

V — ■ 

alsdann ist die DifferenHalgleicbnng: 

(ax + by + c)dx-\- [-- {ax + by) + c*] dy — 0. 

Um die Yariabelen zu trennen, hat mui zu setzen: 

ax-y by = is, 

dy = ^L^, 

und die Öleichong wird: 

so dals die Variabelen getrraint sind. Diese Gleichung gilt 
auch ftr den Fall, dafe o' = 0, b' = ist; ist o = und & = 0, 
so hat man a'x + h'y ^ » zu setzen. 

697. Die allgemeine Biooatiaolie Glelohimg. Unter einer 
allgemeinen Riccatischen Gleichung verstehen wir eine Diffe- 
rentialgleichung der Form: 

(') g+Z..,,'+2,.!,+ X,-0, 

WO die X irgend welche gegebene Funktionen von x sind. 
Wir fragen zunächst, wie man die vollständige Löamig dieser 
Gleichung aus der partikularen bestimmen kann. Kennt man 
eine partikulare Lösung y^, so setze man das allgemeine y 
gleich: 

(2) !(-».+ f 

Siritt, I>iS,-n.Iiit«gnI-BMtuumK..]It *. Anfl. 6 
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Dum mals ij der Differenti^^eicliniig genügen: 

(8) g-Z,+ (Z,+ 2J5.,,).,. 

Hier sind daa von jj freie Qlied anf der rechten Seite nnd der 
Koeffizient von t] bekannte Funktionen von x; ij genügt eJbo 
einer linearen DifFereutJalgleichong, und diese haben wir iu 
Nr. 675 integriert Wir haben also als erstes Resultat: 

Kennt man dne parlihüare Lösung der aUgemdnen Eieeati- 
schen Gleicktmg, so kann man die übrigen durch Quadraturen 
finden. 

Sind nun i],, ijg zwei partikulare Lösungen von (3), ij die 
Tollstltudige, so folgt ans Oleicbm^; (la) der Nr. 675: 

(4) ^^^ = oonflt 
^ ' 1-1. 

Seien y, und y, die partikolareo Lösungen von (1), die 

ijj und 1}, entsprechen, also nach (3): 

Abdonn kann man mittelst dieser Gleichungen tmd (2) 
statt der 73 die y in (4) einführen und gelangt so zu dem 
neuen Beeoltat: 

(5) I^^Li^:yL^ = const., 
also: 

Bei der Rieeatischen GleUMung ist das DqppdverhäUnis 
aus irgend d partikularen Lösimgen hmstfmt. 

698. Die spealelle Biooatlflohe Olelohung. Die von 
Riccati selbst behandelte ßleichtmg ist ein besonderer Fall der 
in Nr. 697 behandelten allgemeinen Gleichung. Sie lautet: 

(1) ll + oj'-iit-i 

a und b sind konstante Koeffizienten, m ein beliebiger, aber 
fester Exponent 

Ist m^O, so lassen sich die Variabelen - ohne weiteres 
trennen; es ist: 
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also wird, indem man int^riert: 

y+Yä 

Lögt man die Qleidiimg nach y anf, ho wird: 

„— ,y|^^-.i.-.i/i 

let — n^iativ, bo kami man dafSr schreiben (Nr. 373): 

j,_j/ii,»tg[„(«_„))/ri} 

Die Gleichm^ (1) ist noch in gewissen Fällen vermittelst 
algebraischer nnd logaritbmisclier oder cyklometrischer Funk- 
tionen integrierbar. Der Weg, welchen wir bei dieser Unter- 
sachnng einschlagen wollen, besteht darin, d&fs wir di^ 
DifTerentialgleichang auf eine andere derselben Form zurück- 
fahren, bei welcher der Ssponent m null ist. 

889. Eine TzansformatioiL. Wir ftlhren zonächst die 
Transformation 

ein, 'y ist eine neue Variabele, M nnd N sind Funktionen 
Ton X, die wir noch beliebig bestimmen können; nnn ist: 

dx ^dx^ ^ dx^ dx' 
und veim man diese Werte in die QleicliDng (1) einfUlirt, so 
folgt: 

Jlf|| + (^+2oJlfJf)ii + »3f»'+(g+»W'-i»-)-0, 

TJm M nnd N za bwtimmen, setzen wir jetzt: 

Hier lassen sich in der ersten Gleichong die Yariabelen 
trennen: es ist: 
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— ^ + Oic = const 



N 
Wir mhlen 

Bo dalB di« zweite Gleichimg die Form erhält: 

g+|if-0 
oder 

dJf , 2 , n 

-^ + -dx = 0. 

Demnach wird: 

oder 

so data wir 

setzen können; die angewandte Transformation ist folglich: 

^ ' " X* ax 

tmd die transformierte äleichong wird: 

('' % + ir ->»:'+• -0- 

Für den Fall m = — 2 wird diese Gleichung: 



and da die rechte Seite eine Fnnktion des Quotienten ^ ist, 
80 ist sie nach dem Verfahren der Nr. 673 integrierbar. 
Unsere Transformation fUirt also zu einer Integration der 
Biccatischen Oleichnng, wenn m = ~2 ist. 

Die Qleichnng (3) hat nicht mehr die Form der ursprüng- 
lichen, doch erhält sie dieselbe vermittelst einer neaon Trans- 
formation der Variabelen; wir setzen: 

auo; , . 

1 1 -!^±^ 
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Babstitaiert man diese Werte in die Gleichung (3) und be- 
zeichnet mEtn znr Abkürzung: 



»+' , 



■>+« 
.0 folgt: 

(6) ^+«,9,'=iA-- 

Diese Oleichung ist der Form nach mit der orsprünglichen 
identisch; sie ist integrabel, wenn m^^O ist, also wenn 
tn ^ — 4 ist; also ist anch die nrsprOngliche bei dieser 
Annahme integrabel. 

700. Integrabele Tftlle. Die Transfonnation, durch welche 
wir von der Qleichnng (I) zur Qleichnng (6) überg^angen 
sind, kann nnn anf diese letztere ai^waudt werden, nnd 
wendet man denselben Frozefs weiter an, so erhält man eine 
anbegrenzte Reihe von tranfiformierten Öleichnng^i, die man 
in allgemeiner Weise dnrch 

bezeichnen kami. Qelangt man dabei zn einer Qleichnng, in 
welcher m^ unll ist, so ist diese, wie wir gesehen haben, 
integrabel, nnd also sind es anch alle transformierten Glei- 
chongen, die ihr Tonu^ehen. 

Man kann leicht die Fälle bestimmen, in denen dies ein- 
tritt. Bezeichnen wir mit Q(rn) die Funktion von m, welche 
durch die Gleichung 

definiert ist, und setzen wir znr Abkürzung: 

ee(m) = e'm, e6*(m) = d\m),... 
»»( = Ö''(ib). 



Hieraus findet man durch Tollstöndige Induktion: 

_ (2i-i) ■*+*«■ 

"*' .■« + (« + !)' 

denn diese Formel gilt für i = 1, nnd man erkamt leicht, 
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dab sie, wenn sie fOr eiimi Index i gilt, aach t^ den Index 
t + 1 giltig bleibt. Damit nun mi = wini, mala 



Bein. Wenn alBO die Zahl m diese Form hat, wobei i eine 
ganze positive Zahl ist, so ist die Riccatisohe Oleichong 
Termittelst algebraischer und logarithmiBcher Funktionen inte- 
grierbar. 

Es giebt aber noch einen anderen Fall der Integrabilit&t. 
Macht man die Substitution: 

so erlült die ursprüngliche Gleichnng die Form: 



und diese Oleichong ist nach dem vorigen integrabel, wenn 
«t _ 4t 

oder 

ii_ 

"*- 2i + l 

ist Wir können also die Riccatisohe Qleichm^; mittelst 
der elementaren Fnoktionen integrieren, wenn die Zahl m die 
Form hat: 

m- 5^, 

wobei i eine ganze positive Zahl ist. Der Fall m = — 2, 
welcher oben behandelt wnrde, gehört zn i = oo. 

Die Riccatische Oleiohung kann in eine lineare Glei- 
chnag zweiter Ordnnng verwandelt werden, indem man 



setzt; die transformierte Gleichung wird: 
g-ai.*--0. 
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701. Die Jaoobisohe DUIierentialgleiohtiug. Die Differential- 
gleicbm^ Pdsc-\- Qdif^O Vähi eich, wie wir gesehen haben 
(Kr. €96), leicht integrieren, wenn F und Q lineare Funktionen 
der beiden Yariabelen x und y sind. Enler nnd andere nach 
ihm baben weiter den Fall nntersncht, wo P und Q ganze 
Funktionen zweiten Grades Bind; doch läTst sieb hierbei die 
Integration nor dann anf Qnadratnren znrückfübren, wenn die 
Polynome P and Q speziellen Bedingongen genügen. 

Die anfangs genannten Differentialgleicbnngen sind aber 
als besonderer Fall in einer allgemeineren Gleichung enthalten, 
fOr welche Jaoobi zuerst eine Methode der Integration gegeben 
hat. Dies ist die Gleichung: 

(U dy Ny-M 

^ ' dx Nx-L 

wobei L, M, N lineue Funktionen von x tmd y sind, nämlich: 

IL = a^x+ (ijy+ Og, 
M^b,x+h,y+b„ 
N = c^x + c^y + Cg-, 
die a, h, c sind g^ebene EoustEmtea. 

Man kann die Gleichung (1) ancb in zwei spalten ond 
schreiben: 

Man erhält so „das Jacobische System". Hier werden 
X nnd y Funktionen Ton einer dritten Veränderlichen z, welche 
— in die Int^rnJgleicbnng von (1) eingesetzt — diese identisch 
befried^^. Die Koeffizienten können nun als it^^dwie 
gegebene Funktionen von g gedacht werden. Als Spezial&ll 
des Jacobischen Systems kann man die ßiccatiBche Qleichung 
anfhssen, so dals alle in diesem Paragraphen behandelten 
Gleichungen sich unter die Jac o b i sehe subsumieren. Ist 
luimlich L identisch null, so wird die erste Gleichung durch 
x = befriedigt. Die zweite Qleichung aber wird ftlr x^O: 






'Ci-y*+{cs-bj)-y-ba, 



das ist die allgemeine Riccatische Gleichung (Nr. 697). 
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Wir kehren ntm zq der Jacobiacheii Gleichung selbst, 
also zur Gleichong (1) zurück, denken ans die a, b, c wieder als 
Konstante und stellen uns die Aufgabe, sie zu integrieren. 
Wir versnchoD znnäohst, ob ein partikulares Int^ral existiert^ 
das durch eine lineare Gleichung: 
(3) D"=«,a!+u,y + tta-0 

gegeben wird. Wir erhalten durch Differentiation dieser Glei- 
chnis in Verbindung mit (1) 

U) dy_ u,_ Ny-M 

^^ dx w^ Nx-L 

Es mulfi also die Gleichung: 

u,{Nx - i) + «,(iVy - Jlf) - 

für alle Werte bestehen, für welche U-^Q ist, und es fr^ 
sich, ob es möghch ist, die Konstanten u^, u,, Wg so zu be- 
stimmen, dafs dies dto- Fall ist. Es mufa dann die linke Seite 
der letzten Gleichui^;, die eine ganze Funktion zweitrai Grades 
ist, in zwei Line&rfaktoren zerfallen, toq denen der eine U 
ist. Der andere werde durch 

S^h^x + h^y + K 

bezeichnet Yei^eicht man in der so entstehenden Gleichung: 

(4a) u^(Nx -L) + Ut(Ny -M)^^EU 

die entsprechenden Koeffizienten auf beiden Seiten, so ergeben 
die Koeffizienten von 3?, y* und das von x und y freie Glied 
f*lr K> K, h ^ie Werte: 



(4b) K = c„ h^-^c,, Ä,= 



«."i+ft.", 



Die Koeffizienten von xy stimmen von selbst Qberein, die 
von X und y liefern aber zwei Bedingungegleichungen, fDr 
die «, nämlich: 

«^"i + fciWi + CiW. ^ a,n, +6,»t, + c,u, ^ °,Wi+6,w.+qi'*i , 

"i «« «. 

Diese sind homogen und vom zweiten Grade in den u. 
Bezeichnet man den gemeinsamen Wert der drei Quotienten 
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mit X, BO entatehen drei homogene lineure Oleichmigen fHr 
Uj, U|) %f Dämlich: 

Diese können ntir dann zneammen beetehen, wenn die 
Determinante der Koeffizienten veracliwindet. Dies ergiebt eine 
kubische Gleichong fQr X: 

«1 — A, 61 , c, 
(6) F(X)^ a, ,\-X,c, =0. 

Ist X itgeud eine Worzel dieser Gleichung, so ergeben 
eich ftlr die Yerhältnisse der u sos dem System (Ö) ganze 
rationale Funktionen zweiten Grades von X, and man kann U 
die Form geben: 

(6a) U^U^+ Ui-X + X', 

wo Uo and Ui lineto-e Funktionen von x and y sind, deren 
Koeffizienten sieb rational durch die a, h, c aasdrfickan. Das 
Ft^buis der bisherigen üntersnchTing ist; 

Es gi^t immer ein partikulares Integral der Jacobischen 
Gleidttmg, das durch eine lineare Qlädiwng 
(3) D"^Uia; + «,y + M,= 

dargestelÜ toird. 

Um das vollständige lateral zn finden, hat man drei 
Fälle za onterscheiden, je nachdem die kubische Gleichung (6) 
keine, zwei oder drei gleiche Worzeln besitzt. 

1. IHe Gleiekimg F{X) = hat kerne gleichen Wuredn. 
Dann entsprechen den 3 Wurzeln Jlj, X^, X^ drei verschiedene 
lineare partikulare Int^pttle (3). Wir bezeichnen sie der 
Reihe nach mit: 

r=v^x + t^y +Pi =0, 
TT = w,a: + w^y + Wg = 0, 
so data 7/ der Wurzel X^, V der Wurzel ^, W der Wurzel X, 
entspricht. 
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Vm nun das vollaföndige Int^p^ zu finden, geben wir 
anf die Identität (4a) znrflck, die ansdrtlckte, dale U'= ein 
partitolares Integral war. Die drei Warzeln l entsprechen 
drei Identiiäten dieser Art; ans ihnen snchen wir nnn eine 
nene kq bilden, deren rechte Seite nicht nur vermSge ü = 0, 
sondern identiach Terecbwindet Zonäcbst lälst sich der Glei- 
chung (4a) die Form geben: 

(4«) ^(Jfi-i)+^(Jf,-Jlf)-Jf-». 

Führt man nämlich in 

aof der rechten Seite die Werte h ans (4b) ein, so erhält B 
die Gestalt 

c^x + c^y + c^-X, 

weil Ag nach der letzten Gleichtue; (5) gleich c^ — Jl ist. Kach 
der letzten Oleii^nng (2) ist aber 

N=CiX + Cjif + Ct, 

und daher erglebt sich die behauptete Identität (4c). Denkt 
man sich in ihr fOr i. der Reihe nach i^, X^, jl, gesetzt, so 
entstehen drei Gleichmigen, deren linke Seiten sich aas der 
von (4c) ergeben, wemi man tär U, Uj, u^ der Reihe nach: 
ü, U^, Uj 

W, w,, Wg 
setzt. Multipliziert man diese der Reihe nach mit drei Kon- 
stanten a, ß, y and addiert sie, so folgt: 

(4d) (Ä + te + m)(j,^_L) + (!Ä + f?, + a)(jr^_jK) 

Hier wird nim die rechte Seite identisch null, wenn 
a, ß, y den beiden Gleichnngen genügen 

(8) « + /l + )--0 

(9) «li+lJJj+J'l.-O, 
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also wNin man: 

setzt. Treffeu wir diese WoU der Eonetauteu, so geht die 
Gleidmng (4d), weil Sx — L oud Ny — M nach (1) dx 
und äy proportional sein sollen, über in: 

Hier ist die linke Seite das logarithmisohe Differential 
TOn WV^W. Also ist: 

(7) U'VI'Wr ^ ü^-^r^-^W^^-^^ Gomt. 

die vollständige Lösung der Jaeohtschen Gietcktmg, s<^aiige d*0 
habisehe GieÄtkung (6) dr^ verschiedene Wtwzdn besitzt. Dabei 
sind ü, V, W lineare FunkHoriai von x vnd y: 

U=u^x +«,ff +t*s, 

V=VjX + «,y + Ws, 

W = w^x + w^y + Wi. 

2. Die GJeichmg F{1) = hat eine Doppdvjured. Wir 

leiten diesen Fall ans dem vorigen durch Grenzübergang ab. 

li und l^ seien die beiden verschiedenen Wurzeln and l^ die 

Doppelwnrzel, so dals ij = Ij- Sei zniüchst 2, = >l, + ä von i, 

verschieden. A Indien ist (7) die Integralgleichnng. Nimmt 

man in dieser die Logarithmen nnd setzt zur Abkürzung 

in-fW, 

so wird: 

(1, - J,)/-(l,) + (1, - yftl,) + (1, - X,)f(l,) = com*, 
die Integralgleichimg. Führt man 

ein nnd dividiert durch h, so folgt: 

/■(« - «« + (».-«• "'■+';-«'■' _ »Mt. 
und im Limes für A = 0: 
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Da ftber 

/(>,)- i!7, f(,i,)-ir 

ist, BO ergiebt Bich: 

(i, - ^) ■ P- + log p = const. 

Dabei bedeutet F* die Ableit(u^; Ton V nach Jl,. Der 
Gleichnis (6a) entsprecbend ist aber: 

wo I7g and Uj linear in x und y and rational in den a, h, e 
sind. DifFerentiiert man diesen Aasdmck nach Jl^, so arhSlt 
man einen Aasdmck der Form 

V'^ V^+ F,-Jl„ 
wo Vq and F, ebenso wie D^ nnd U^ beschafiFen sind. F' ist 
also linear in x and y and von der Form: 
V =v'jX + p'j y + »V 
Geben wir also in onserer Ibit^ralgleichang wieder Ton den 
Logarithmen za den Nomeris Qber, so kommen wir za dem 
Ergebnis: 

Das Integrai von (1) hat im Falle einer Doppelwntrgd dif 
GestaU: 

{1') j.e '= const, 

wo U, V, V lineare Funktionen von x and y sind: 

U = UiX + u^y + u^, 

V=v,x+ v,y + t.„ 

V'^v\x+v\y + v\. 
3. Die Gkickmg F(l) = hai eine dreifache Wmzd. 
Setzt man in (7a) X^^^X^ + h and dividiert darcb —-^h^, so 
folgt: 

und an der Grenze für Ä — 0: 

/"(ij) = const. 
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B^eichnen vir den gememBamen Wert der drei Wurzeln 
ein&oh mit 1^=31, so wird: 

Hier sind U' und ü" die erste und zweite Ableitang tou 

U=U^+ Ü^X + l' 

nach X, eiso lineare Funktionen von x und y. Bezeiclmei 
man daber die Integrationekonstoate mit C, bo wird die 
iDtegralgleichnng eine algebraische Oleichimg zweiten Orades 
der Form: 

wo die U, TT, ü" lineare Fonktioneoi Ton x und y sind: 

V'=u\x +«'sp +«'g, 
P" = H'\a: + «",j/ + tt"g. 
Wir wiederholen: 

Sat die hMsdie Gl^dmng FQ^ = eine dreifache Wured, 
so wird das vollständige Integrcü der Jaeobischen Gleü^amg: 

{1 ) ™ = const-, 

wo U, U'i ü" lineare Funktionen von x und y sind. 

Wir tlberlassen ea dem Leser, in den Fällen 2. und 3. den 
expliciten Zneammenhaug zwischen den Koeffizienten der 
bit^ralgleichnng nnd denen der DifFerentialgleichmig so»- 
zorecbnen und heben nar noch hervor, dafs — ebenso wie 
im Falle 1. die U, V, W — so im FaUe 2. die ü, V, V, 
im Falle 3. die U, W, U" hdi^nge lineare Funktionen von 
X nnd y sein können und doch die zur Int^ralgleichung (7) 
bezw. (7') bezw. (7") gehörige DifFerentialgleichmig immer 
von der Form (1), also eine Jaeobische wird. Man bestätigt 
dies unschwer durch direkte Ausrechnung. Es folgt daraus, 
dals, solange nicht neue Bedingungen inikommen, die Form 
der Int^p-algleichongen sich nidit weiter spezialisiert, als wir 
durch unsere Überlegungen gefunden haben. 
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70S. Homogene Variabel«. Nenerdingg hat es sich mehr- 
&oh ab zweckmä&ig erwiesen, auch in der Tlieorie der 
Differentialgleichnngen homogene Veränderliche anzuwenden, wie 
man dies in der Theorie der algebraischen Enrren schon lange 
thai Wir wollen dem Leser Gelegenheit geben, diese Methode 
za Qben nnd ihren Xatzen zu beurteilen, indem wir die 
Integration der Jacobischen Gleichung, die in der vorigen 
Konimer durchgeführt ist, noch einmal, aber mit homogenen 
Yariabelen, ansfOhren. Wegen ihres projektiven Charakters 
ist die Jacobische Gleichung za einer solchen lUastration 
besonders geeignet. Wir setzen nach Nr. 175 — 177: 



ftlBda nr» wird*. 

l-% xdy-ydx-''"'-^'"'- 

Die DifFerentialgleichong (1) erhält daher jetzt die Form: 

Lix^doo^— x^dx^ + MipCfdx^ — scidxg) + N{xidXi — x^dx^) •" 0. 

An Stelle von L, M, N führen wir die entsprechenden 
linearen Formen ein: 

Ii-«,— o,a;i+ Oja:i+ atXg= o, 
M-x^= ijx, + b,x, + 6,«, = 6, 
N-x,'=<\Xi + CjXf + c^x^ =Cx- 

Alsdann wird die Jacobische Gleichong in homogener 
Schreibweise: 

{\)ax-{Xjdx^—Xidx^-\-hx{xjdx^—Xidx^+Ci{x^dXf—x^dx^=-0. 

Soll nun die Gerade: 
(3) M,=. Wia:i-ftiga^ + «ja^ = 

eine Bitegralkarre sein, bo milssen gleichzeitig die Gleichongen 
bestehen: 



(8) 


«lai + ii,ai + o,i, - 


imd 




W 


M,d«, + M,da^ + Mjrfa^^ 
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Es Terhalt Bich also: 
!*i:Wj:Mj— (x^dXf — XidXj):{x^dXi — XidXg):(Xida:j — x^dxi) 
und wegen (I) iet daher: 

Mj««+ Msfc»+ «»«»= 
fOr jeden Punkt der Geraden (3). Die linke Seite dieser 
Oleicbnng kann sich daher nur am einen konstanten Faktor 
l von Hl imterscheiden. Die resoltierende Gleichoog: 
(4a) «1».+ «,(>,+ MjC—i«, 

mnls identisch fflr alle Punkte (x^, x^, x^) der Ebene gelten, 
sie zerföllt also in die 3 Gleichungen: 

Ojtti + fcgMj-f CsMj= Ams, 

die wir in der vorigen Kummer auf weniger ein&die Weise 
fanden. Ans ihnen folgt wie dort fOr X die kubische Qleichun^: 

öj — A, 6j , Cj 

Wir beschriinken uns anf den Fall, dafs diese lauter ein&che 
Wurzeln besitzt, die wieder X^, X^, X^ hei&en sollen. Ihnen 
mitsprechen drei Tersduedmie Grade u^^O, e,=0, tc. — 0, wo: 

w« = »la:, + u,a^ + M,a^, 
«I = «1*1 + %«» + v^x^, 
Wi= W,», + WfXi + W^Xg. 

Soll nun 

(7) /■= «"(J^wj = consi 

das allgemeine Int^ral Bein, so darf erstlich / nadi der 
Bedeutung der homogenen Tariabelen nur Ton den VerhSltnissen 
der X abhängen. Es ist also eine Form nnllter Dimension. 
Dies giebt: 

(8) . u + ß + y~-0, 



(6) FiX) = 
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und nacli dem Enlereclieii Satze (Nr. 90) ist zugleich: 

Andererseits mob 

C8b) df.lLdx, + l^dx,+ ILdx,-0 

TermSge der Differentialgleichimg (1) erfOllt sein. Die drei 
Gleichoi^en (1), (8ft)) (81>) zosajnmengenominen ei^ben: 

Setzt man fOr f seinen Aosdrack ans (7) ein, 80 folgt: 

+ ^ («'i«« + «'»*' + «"a*^) ~ ö. 
Diese Bedii^nng redoziert sich wegen (4 a) auf: 

/■(!,. + J,^ + ;.).)-0 
oder: 

(9) l,« + ;,/) + J,,-0. 

Es fo^ also ans (8) nnd (9) wie oben: 

und es wird: 

(7) /■=w«''-^t.,^-^w«^-^ = con8t. 

das vollständige Int^ral in der homogenen Form. Die dnreh 

(7) dargestellten Koryen heiJsen „TF"- kurven". 

Ein bedeutender Wert der homogenen Darstellung anch 
:^r das Integrationsproblem algebraischer Differentialgleichungen 
liegt, abgesehen von der Symmetrie der Darstellung, sowie 
von der hier unmittelbar ersichtlichen Dualität des Froblemes, 
in dem Umstände, dale Besultate, bei denen die unendlich 
ferne Gerade ausgezeichnet ist, sich ohne weiteres auch aber- 
tragen lassen auf Gleichungen, in denen eine endliche Gerade 
dieselbe Rolle spielt; so ist die obeu behandelte Differential- 
gleichung 

N(xdy - ydx) - Ldy + Mdx = 
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im weBeatlichen identisch mit der Gleiohnng 

- Ldy + Mdx = 0, 
wenn L, M, N lineare Funktionen sind, nur dale bei der 
letzteren die anendlich ferne C^erade (oder die QertMle x^ = 0) 
ein partiknlorea Integral ist, während bei der ersteren an die 
Stelle derselben eine andere Gerade tritt. 

Man erkennt dies am einfachsten, wenn man — zm^ohst 
Ton der allgemeinen Gleichung (1) mit ihrem Integral (7) 
ausgehend — die Geraden 

«^=0, »,=.0, w^=0 
als Seiten des Eoordinatendreiecks wlihlt, was sich durch eine 
lineare Transformation immer erreichen labt. Nennen wir die 
neuen Koordinaten wieder a^, x^, z,, so gehen m„ w„ mj* aber 
in aXi, bxg, cxy Das allgemeine Integral wird daher: 

iCi^ ~ ^ Xj^ " ^ 3^^' - ^ = const. 
Durch logarithmische Differentiation erlmlt man die zugehörige 
Differentialgleichung 
i.iXi(Xidxg—x^dXf) + l^i(xsäxi — Xidxg) + i^x^(xidXi~x^dxj)-^0. 

Die Koeffizienten Ox, hx, Cx in (1) reduzieren sich also auf: 
o,= l^x^, fc,= XjX^, ex= ijS^. 

Kehren wir also durch die Substitution: 



wieder zu den inhomogenen Koordinaten x, y zurUck, so wird 
nach den Rechnungen dieser Nummer: 
(1 a) aydx + ßxdy = 

die Differentia^eidinng und 

a:''y''=oonrt. 
die Integralgleichung. In dieser einfachen Form hatten wir 
die in Nr. 695 behandelte Differentialgleichung durch die 
Gleichung (1) jener Nummer integriert. Nur steht dort |, tj 
statt x,y; g,g' für a, ß. Dem Integrale Xg = der homogenen 
Gleichung entspricht aber jetzt in der That die unendlich ferne 
Gerade in der Gleichnng (la). 

Samt, nur.- D.nitBgral-B«aluiiuig. HI. 1. Ajifl. Q 
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% 6. Die Infinitesimale Truisfomution. 
709. Begriff der IsflnlteeimalMi Traiuformatioii. Der 

Erfolg, den die bisher TOrgetr^enen IntegrationBmethodea 
in den einzelnen Fällen gehabt haben, wird Teretändlicli 
durdi Hinznziehong des modernen Begriffee der infmitesimcden 
Transformation. Dieser giebt gleichzeitig eine Einsicht in den 
Charakter der bisher behandelten Differentialgleichnngen. Wir 
beginnen damit, einige EnustaaBdrQcke zu erklären nnd gehen 
ans Ton zwei Gleichnngsn der Form: 

(3^ = a: + V(3:, ?)■*+■■■ 

wo die rechten Seiten in der TTmgebnng von t^O nnd inner- 
halb eines gewissen Bereiches fOr x nnd y, indem sich allein 
die folgenden Betrachtungen bewegen, regtdäre analyttsche 
Funktionen seien mögen. Jedem Werte des „Parameters" t 
entspricht dann eine bestimmte „Transformation" des Pnnttes 
(sc, y) in einen anderen (x^, ^,). 

Bricht man die Entwickelongea der rechten Seiten hinter 
den ersten Potenzen von t ab nnd schreibt 

St fttr i, Sx &ix Xj^ — X, Sy ffir y^ — y, 
so definieren die entstehenden Oleichnngen: 

\Sx'^ip(x,y)-St 
^ ^ \sy = ^(x,y)-8t 

eine infiniksimale Tramformation. Sind die Werte Ton St 
nnr klein, so stellen näherungsweise die zugehörigen Sx, 8y 
die wirklichen Zunahmen 

«i-a:, y^^y 
dar, die für den Parameler dt aus (1) sidi ei^ben. Man sagt 
daher, wie dies in ähnlichem Simie schon frflher gesdiah, die 
infinitesimale Transformation bewirke „eine unendlich kleine 
Verschiebung" des Punktes {x, y) in den „tinendlich benach- 
barten" Punkt 

{x + Sx, y + Sy). 

Bestimmt ist also die infinitesimale Transformation durch die 
beiden Funktionen g> und ^, die gewisserma&en die äe- 
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schiriiLdigkeitskomponenteii der Yerscliiebimg angeben. Wir 
bezeicimeu daher die in&uteBimale Transformation (2) Bach 
kurz dnrch das Symbol [<p, ii]. Der Quotient 

Jy_ »(a:. y) 
Sx q>(x, y) 

bestimmt die Bichtni^; der unendlich kleinen Verechiebong 
mid heilst daher knrz die Eichtong der infiniteumalen Tnma- 
formation. 

Im Gegensätze zur infinitesimalen Transformation be- 
stimmen die Gleichungen bei gegebenem t eine „oidlioh« 
Transformation". 

Ist F(x, y) ii^end eine in der Ümgebong der gerade 
fixierten Stelle (^, y) r^^oläre analj'tisdie Funktion, so entspricht 
der Beihenentwickelung (1) eine solche für 

lÄnibch: 

(3) Fi~F + F'-t-^-- 

Der Koeffizient F' Ton t wird dabei nach bekamiten Kegeln: 

er zeigt die Wirkung, die die infinitesimale Transformation 
auf die Funktion F ausübt Denn bricht man die Beihen- 
entwickelong (3) bei den ersten Potenzen ab und schreibt wie 
TOrher 3t fOct t, 8F fBa F^- F, M wird: 

(4) SF~I'-St = {^{x,yf^ + il,{x,y)^^St 

die „unendlich kleine Änderung" die F bei der infinitesimalen 
Transformation erßhrt. 

704, InvarianK gegenüber einer infinitesimalen l^ans- 
fozmatioiL Eine Gleichung 

„gestattd" eine Transformation (I), oder sie bleibt ihr gegen- 
über „iwoWem^", wenn fOr alle Funkte {x, y), fSr die 

F{x, y) = 
ist, auch 
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ist, &11b Xi nnd y, durch eine Transformation der Form (1) 
mit X trnd y verknüpfl; sind. Man definiert weiter: 
Eine Gleichung 

F{x,y) = 

gestattet die infinitesimale Transformation, wenn f^r jedes 
Wertsystem (x, y), das ihr genügt, SF vers<diwindet. Hieraus 
folgt nach (4) der Satz: 
I^ Gleichtmg 

F{x, y) = 

gestattet dcmn und nur demn die infinüesimale Transformation 
[y, ijj], wenn fwr jedes Wertsyst&n (x, y), das ihr getaigt, <m^ 

(5) 9'Ca^,y)-|f+*(*,y)-|f=o 

ist. 

Schreibt man diese Gtleichung in der Form: 

dF 

*S » _ dx_ 

ix'^ <f ^ dF' 

3» 
80 erkennt mau ihre geometrische Bedeutung. 

Eine Kurve i^ = geht bei einer unendlich Meinen Ver- 
schiebung dann und nur dann in sich ftber, wenn in jedem 
ihrer Funkte die Bichtung ^ dieser Verschiebung in die 
dF 

der Tangente fallt. 
Eine Kurvmschar 

kann bei einer infinitesimalen Transformation entweder in der 
Weise inTariant bleiben, dafs jede einzelne Kurve in sioh sähst 
verschoben wird, oder so, dafs jede Kurve der Schar in eine 
andere (unendlich benachbarte) der Schar übergeftÜut wird. 
Im ersten Falle muTs die oben geftmdene Gleichung (5) 

, ■. dF , , f . dF o 
vC«, W-gj +'/'(*. W-g^ = 

Digimed bvGoOgIc 
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für jedeB Wertepaar gelten, f3r welches 

ist. Da ftber C aelbet willkürlich und in (5) nicht entboten 
ist, mafe diese Gleichung identiBoh hesteheu. Im zweiten Falle 
ändert C bei der infiniteaimalen Transformation seinen Wert 
Eb möge sich nm c-St vermehren, wenn x und y sich um 
die in (2) aufgeschriebenen Groben dx und dy Termehren. 
Alsdann vermehrt sich F nach (4) nm: 

äi'-[y(ai!,)-|f+*(a;,!,)-||]. «(-».«(. 

Es folgt also, dal^ 

konstant ist, sobald 

F=C 
konstant ist. Also moTs 

(«) ?■■ ff +*g'- (»[■?("=,»)] 

eine Funktion von F sein. Wir sehen also: 
Eme Kurvensckar 

gestattet datm wnd mar dorm die infinilesimale Trcmsformaiion 
[qj, ^], wenn 



-*^ 



eine Ita^Hon von F aUein ist. Je nachdem diese Funktion 
idenUsch nidl ist oder nicht, geht dabei jede Kurve der Schar 
in sich oder eine andere über. 

70B. Anwendung auf Dlfferentialgleiohmigen. Man si^ 
eine Differentialgleichung gestatte eine infinitesimale Trans- 
formation, wenn die Sdiar ihrer Integralkurven sie gestattet. 
Der Ein&chheit halber nehmen wir an, die Differentialgleichung 
sei vom ersten Grade in j/'. Soll nun jede Integralkurre in 
sich übergehen, so mnfs die Richtung, welche die infinitesimale 
TransformatioQ jedem Punkte zuordnet, zusammenfallen mit 
der, welche die Differentialgleichung: 
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(7) Pdx+Qdy~0 

ihm znordnet; d. h. es mala: 

*y = ^ 

aein. Die Int^p-alkorven von (7) bleiben also dann nnd nttr 
dann bei der infinitesimalen Transfonoation [tp, ifi] einzeln 
inTariant, wenn die Qleiohnng 

* _P 

9" " Q 

ideDtisdi beetebt. 

Soll d^egen nur die Schar der Integralknrven 
i?(ir, p) = conat. 
aU solche invariant bleiben, so findet das Eriterium (6) An- 
wendong. 

706. O«om«trls«h» Bsdentnng des UnltlpUkatorB, Öe- 
stattet eine Differentialgleichung eine infinitesimale Trans- 
formation, so kennt man einen Multiplikator und amgekehrt. 
Bezeichnet man nämlich einen integrierenden Faktor der 
Differentialgleiohong 

Pdx +Qdy = 
mit ftf so ist: 

Mithin besteht, wenn die Differentialgleichung die infini- 
tesimale Transformation <p, ^ gestattet, nach Gleichnng (6) 
der Nr. 704 die Relation 

ß(P<p + Qii) - ^(F) 
oder tf(J) 

Nach Nr. 690 folgt hieraos, dals anch der Qaotient 



P-P + QV 
int^pierender Faktor ist, nud sonach ist der Sats bewiesen: 
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Gestattet die Differmtidigleiehung 
Päx + Qdy^O 
die infinitesimale TrtatsformoHon [9, ^], so ist der Ausdruck 

em integrierender IHvisor der Differentidlgleichung. 
Dieser Satz ist aach omkehrbar: 

Ist ein Mfdti^ikator 11 der DifferavHalgleiehMng iätam^ 
und bestimmt man ewei Fui^dionen tf und if so, dafs 

P(p+Qi'=^ 

tcird, so gestattet die IHffer&ttialgleichung die infmitesimale 
IVansformation [ip, ^]. 
In der That wird: 

. r> , n , dF , _, dF 

1 =, ^ Pqp + p ^^ = y ^ + ^ - g_ . 

Eb findet also das Kriterium der Oleichang (6) in Nr. 704 
Anwendung, indem f(F} sieh auf 1 reduziert. 

Da alle integrierenden FaHoren einer DiSerentialgleicliung 
durch fi^{F) darstellbar sind, wenn (i einen Multiplikator 
und F die Integralfunktion bedeutet, so sind auch alle infini- 
tegünaleu Transformationen, wdche eine Differentialgleichung 
gestattet, in der Relation 

enthalten. 

Schreibt man die Bedingung dafür, dals 

Ptp-hQi, 

ein integrierender Diyieor von 

Pdx +Qdtf = 
ist, auf: 

^'^^ ^ Uq> + evJ ^ ^ IPV + Q^I 

SO hat man ein malytisches Eriteriom dafQr, dale eine gegebene 
Differentialgleichung 

Pdx +Qdy = 
die infinitesimale Transformation [91, f] gestattet. 
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1. Die homogene GHeicfmng 



=KS) 



ist 80 beschaffen, dalä aUe Punkte der Ebene, in denen ^ 
' ' äx 

denselben Wert hat, aof Geraden Hegen, welche Tom Koordi- 

uatenanfaugBpunkte aasgehen. Daraus folgt, dals die Diffe- 

rentialgleichnng eine Ähutichkeitstransformation sogar bei 

endlicher Verschiebung zoläifit, deren Centnim der Eoordinaten- 

an&ngBpunkt ist. In der That, setzt man 

so behält die DifFerentialgleiohnng nng^ndert ihre Form. 
Mithin gestattet sie auch die infinitesimale TraoBformation 

Sx = xJli, Sy = ySt, 
und folglich ist 



int^rierender Faktor. 

3. Paraüäkarven. Eine Differentialgleichnng sei so ge- 
artet, daTs ihr voIletÄndiges IntegralBystem ein FarallelkorTeu- 
system bildet, d. h. trägt man auf den Normalen einer Integral- 
knrre beliebige aber konstante Strecken ab, so bilden die 
Endpunkte dieser Strecken eine Farallelkarre, welche gleich- 
falls der DifFerentialgleichong genügen mols. Die Koeinna 
der Winkel, welche die Normale mit den Achsen bildet, 
sind, wenn 

F{Xy y) = eonsL 

die Oleidioi^; einer Kurve darstellt: 



'YWFm ~vw. 



Trä^ man nun auf der Normalen eine konstante Strecke t 
ab, so gehen die Koordinaten des Eurrenpunktes A, y Über in; 
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dF 

a?! = a; + / cos a = x+ t- 



Die infinitesimale TrauBformation ist demnacli: 



^1 = y + t coa ß = y + t 



9 = 
tmd aleo 






-Pg> + «» p«F 



+ «w. 



ein integrierender Faktor. Weil aber 

j. SF ^ 8F 

ist, BO folgt 



WetJÄ man also, dalä eine Differentialgleiehimg 
Pdx+ edy = 0, 
ein System von Parallelkurren definiert, bo ist 



integrierender Faktor. Es ist leicht, auch die Umkehr dieses 
Satzes zu beweisen. 

3. BotaUon. Läfst man die Punkte (x, y) der Sbene \ua 
rotieren, indem man diese am den Winkel t dreht, so gehen 
X tind y über in: 

»1 ^ a; cos t — y an t, yi = x sin t -\- y cos t. 
Das Verfahren der Nr. 703 giebt d^er fQr die mfinitesintale 
Botation die Gleichnng: 

Ja; = — ydi^ Sy = xSt 
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Gestattet daher eine DifFerenti^leichnng 

Vax + <idy = 
die infiniteBimale Rotation, so ist 

ein integrierender Divisor. Diese Bemerkung fOhrt z. B. zur 
Integration der Differentialgleichongen, welche die Erämmnngs- 
linien oder Hanpttangentenkarren einer BotationBääcbe be- 
stimmen. 

708. Die projAüven Transformationen der Geraden. 
Wir bezeichn^i die Punkte einer Geraden dorcli ihren Abstand y 
TOn einem Nnllpunkte anf der Geraden. Man sagt, ein 
bestimmter Punkt y^ der Geraden werde in einen anderen 
Punkt y derselben dorch eine prqj^itive Transformation über- 
geführt, wenn y eine rationale Funktion ersten Grades TOn y^ 
ist Eine projektive Transformation der Geraden ist also 
definiert durch eine Gleichung der Form: 

die Eonstanten a, b heilsen die Par(aneter der Transformation. 
Im besonderen entspricht den Werten 

a^=l, fl„=0, 6,=.0, &0-1 
die identische Transformation 

welche den Pnnkt in Rohe lälst. 

Die rechte Seite von (1) hängt nur von den drei Ver- 
bältnissen ab: . 



Es giebt also co' projektive Transformationen der Geraden. 
Lösen wir die Gleichung (1) nach y^ anf, so erhalten wir die 
„mverse Transformation", welche den Punkt y wieder in den 
Punkt y„ überfEÜiri Sie hat die Form: 

sie ist cUso wieder projektiv. Die A, B lassen sich aus den 
a und h leicht berechnen. 
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Wir denken nns jetzt die a nnd b als !Fniiktion«i emas 
einzigen Parameters x gegeben, dann werden aach die A nnd S 
bekannte Funktionen von x. Wir greifen so aas der Gesamt- 
heit aller cxi' projektiven Transformationen eine einfach nn- 
eiLdliche Schar herans. Wir nehmen an, dafs für x^=0: 

a^=l, o„=0, &i=0, 60=1 
wird. Dann erlült die Schar die identische Transformation; 
fflr a; = wird y = yo- Betrsditen wir y^^ als konstant, so 
wird y eine Funktion Ton x. Wir fragen jetzt nach derjenige» 
Differenthügleichung, deren voUstÖMdige Lösung y ist, wobei y^, 
als Integra tionskonstante fungiert. Wir erhalten ans (2) durch 



iB,y + B,XA,y'+A\y + A\)-{A^y + A^)iB,y'+B\y+B'a)~0, 
wo die Accente Ableitungen nach x bedeuten. Vereinigen wir 
hier die gleichen Potenzen von y nnd y', so erMlt die DifEla- 
reutialgleichnng die Form: 

(3) p^ + X,y'+X,s+X,-0, 

wo die S Fouktionen tob x sind, die sich sehr einfach ans 
den A nnd B berechnen. Die ßleichnng (3) ist aber (Nr. 697) 
die (Jigemeine Biccatische. 

Ist omgekehrt irgend eine Differentialgleichnng der Form (3) 
gegeben, so ist nach Nr. 697 das Doppelverhältnis von irgend 
4 LSsongen y, y^, y^, y, konstant: 

yili^:J^^=conBt. 

Nehmen wir an, dals die Koeffizienten X nnd die Lösongen y 
nm x = Q regulär sind, und bezeichnen mit y^, y^", y^", y," 
ihre zn d; = gehörigen Anfangswerte, so folgt: 

y-y» . !^-y. ^ yo-y.° . y.°-yi° , 

y-yi 'vt-Vi y»-yi'''y.°-yi'' 

Daraas ergiebt sich för y eine Gleichung der Form: 

wo die a, h feste Funktionen von x, y^ die der vollständigen 
Losung entsprechende Anfangskonstante ist. Also entspricht 
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auch amgekehrt der allgemeiueu Biccatischea 01ei(^ang eine 
Löanng der Form (1). Wir faaseii znsmnmen: 

Satz I. Die cU^ememe Riceatisehe Gleiehung ist dadurch 
charaktensiert, dafs die vollständige Lösung mit ihrer Anfangs- 
Jconstanten dur^ eine projektive Transformatio» verbunden ist. 
IHe unabhängige Veränderliche der Differentialgleichung erseheint 
in der Transformation als Parameter. 

Um eine Anwendung von dieBem Satze za machen, be- 
trachten wir den Spezialfall, daüi in der projektiven Trane- 
formatioD (1) der Nenner aich aaf 1 reduziert. Man nennt 
die entstehende Transformation: 

eine lineare. Alsdann ist auch die inverse Transformation: 
(2') if,= Ä,y + A, 

linear, man kann also in (2) 

setzen. 

Alsdann wird aber in der Differentialgleichung (3) 

sie wird also eine lineare (675): 

(80 g+Z,i, + X,-0. 

Umgekehrt ist nach Xr. 675 für die Lösungen jeder 
linearen Oleichnng das YerhSltnis: 



y-Vi . 



= const. 



Man schliefst hieraus, wie oben, dafs y mit seiner Anfuigs- 
konstanten y^ durch eine lineare Transformation der Form (1') 
verbunden ist. Also folgt: 

Sali IL IHe lineare Differeniiaigleichung ist dadurch 
charakterisiert, dafs die vollständige Lösung mit ihrer Anfangs- 
honstanten durch eine lineare Transformation verbunden ist. Die 
unabhängige Veränderliche der Differentialgleiehing erscheint m 
der Transformation als Parcmieter. 
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Wir fr^ea schliefslich nach der Form der infimteeim&len 
projektiven Transformation nnd bilden sie hacH derselben 
Methode hier bei den Transformationen der Geraden, wie in 
Nr. 70S bei den Transformationen der Ebene. Wir gehen ans 
Ton einer „endlichen" projektiven Transformation: 



«^y + ao 

ft.y + 6. 



(4) y.= 

welche den Pnnkt y in den Punkt y^. überfiilirt. Für die 
a and h setzen wir Beihen, die nach Potenzen von / fort- 
schreiten und sich fttr ( = auf die Parameterwerte der 
identischen Transformation reduzieren: 

o,= l+«,-i + ---, J,= ßi-t + --- 
«0= «o-* + --, &o=l + j3o-^+ ■■ 

Setzen wir diese Ausdrücke in (4) ein und entwickeln die 
rechte Seite wieder nach Potenzen von t, so kommt: 

ft - f|§;fi^^:T -!'+(- ft»' + 1«. -«»+«.)■<+■■ • 

Schreiben wir wieder für t, St, tür y,, y + djf und 
brechen hinter den ersten Potenzen von St ab, so erhalten 
wir die infinitesimale Transformation: 

(5) Sy = [- fty« + («, - ß,)y + a„]St, 

welche den Punkt y aof der Geraden um das unendlich kleine 
Stück Sy verschiebt. Diese Gleichung (5) geht aber in die 
Biccatische (3) über, wenn man schreibt: 

/ X, d, Zo, X„ Z, \ 

Ifflr t, S, ß^, - «1+ ßf„ - aj' 
Das Wesentliche an dieser Buchstabeimnderung ist hier nur, 
dafs die £!oef&zienten X der allgemeinen Biccatischen Glei- 
chung gleich hmetomien, von t hezw. x unabhängigen Zahlen 
werden. Alles Übrige bedeutet nur eine unwesenthche Änderung 
der Schreibweise. Wir sehen also: 

S^ III. Seiet man m der cUlgemeinm Riccatischen 
Gleichung die Koeffizienten X konstant, so entsteht die Gleidmng 
der infinitesimalen projektiven Transformation. Dabei erscheint 
die unabhängige Veränderliche x der Differentialgleichung in 
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der TroMsforma^on als Parameter, die abhängige Veränderlit^ 
der Differen^eUglei^ung als die Va/riabde, auf wdt^ die Trans- 
formation ausgeübt unrd. 

Ist im beeonderen die projektive Tr&itBforniation (4), Ton 
der man aosgelit, eine lineare, so wird 

6^=1, 6^ = 
und daher 

mithin such _ ^ 

Hieraus folgt zu Satz IQ der: 

Zosati. Im besonderen ist die lineare IHfferentitäglei<^ng 
mii Jconstanten Eoeffizierden die Gleichung der infinitesimalen 
Imearat Transformation. 

709. Die proJektiTen TzajuformBtionen der Ebene. Be- 
ziehen wir die Funkte einer Ebene in bekannter Weise auf 
ein System rechtwinkliger Koordinaten x, g, so sagt man, 
ein Ftmkt (x^, y^) der Ebene werde in einen anderen Punkt 
(x, y) derselben öbei^efUirt durch eine projektive Trans- 
formation, wenn x and y rationale Funktionen ersten Grades 
von X und y mit demselben N^iner sind. Eine projektive 
Transformation der Ebene ist also definiert durch zwei Cllei- 
chungen der Form: 

*• ' '\^,>-\-c,y^-\-c, * c,iEo4-c,yo-|-(^ 

Die identische Transformation 

entspricht den Werten der 9 „Parameter": 

a, = 1, «8=0, <h=% 
&^ = 0, 6,= 1, J, = 0, 
c, = 0, Cg = 0, c^ = \. 
Die Tramformation hängt nnr von den 8 Verhältnissen 
^dieser 9 Parameter ab. 

Es giebt also oo^ projektive Transformationen der Geraden. 
Lösen wir die Gleichungen (1) nach x^ und y^ auf, so entsteht 
die inverse Transformation, welche den Punkt {x, y) wieder in 
den Punkt {x^, y^) znrückföhrt, Sie hat die Form: 
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ist also wieder projektiv. Die A, B, C berechnen sich leieht 
ans den a, 6, e. 

Wir denken uns jetzt in (1) die a,b, c als Funktionen 
eines einzigen Parameters e gegeben, greifen ako ans allen 
00* projektiven Transformationen eine Schar von 00* herans. 
Wir nelunen an, dab die o, h, c durch nm <= reguläre 
Potenzreihen dargestellt werden, welche für e ~ die Fara- 
meterwerte der identischen Transformation ergeben. Denken 
wir uns Xg und y^ als willkürliche Konstante, so werden in (1) 
X und y Funktionen von e, welche sich für « = anf Xg 
und y^ reduzieren. Wir Iragen jetzt nach demjenigen Diffe- 
rential^eichnngssysteme mit d^i Unbekannten x, y, für welches 
die Gleichungen (1) das voUstündige Integral ergeben. Dieses 
entsteht, wenn wir die Gleichungen (2) nach z differentiieren. 
Es entstehen dann zwei lineare Gleichungen für ^ und ^t 
welche, nach diesen beiden GrÖisen aufgelöst, die Form erhalten; 

(S) if N-^ + L, ll N-y + M. 

Dabei sind die L, M, N lineare ENinktionen von x und y: 
L^\x + i,y + iEb , 

M=^ »«13!+ fftjjf + OTj, 

N=n^x +»jy +«g ; 
die Koeffizienten sind Funktionen von z, die sich in leicht 
angebbarer Weise ans den A, B, C und ihren Ableitungen 
zusammensetzen. Die Ansrechnmig möge dem Leser über- 
lassen bleiben. Die Gleichungen (3) sind aber ein Jacohisches 
System (Nr. 701). Wir sehen also: 

Bas Jacobische System isi dadurtA charakterisiert, dafs 
seine voRstimdigen Löstmgen x, y mü ihren A^(mgskonstanien 
Xg, yg durch eme ^ojektive TransformaUon verkimpft sind. Die 
wwbhängige Veränderliehe s des Systems ersch^nt dabei eds 
Parameter der TransformaUon. 

Zeigen läist sich nämlioh, daJs auch umgekehrt jedes 
Jacobische System, dessen Koeffizienten ii^end welche Fonk- 
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tionen von z sind, dorch ein 01eicliangBs;Btem der Form (1) 
integriert vird. Besonders ein&cli erkennt man dies, wenn 
man, wie in Nr. 702, homogene Yariabele einffllirt, die über- 
haupt bei projektiven Betrschtungen sehr nQtzlich sind. Wir 
setzen also wieder: 

'=%■ y-%^ ''-%• »•-S>- 

All^l^^^^Tl kami man die zwei Gleichungen (1) in die drei 
spalten: 

a^ = a^x.^ + a^x^ + Osäj", 

«s = Ci V + 0,3^" + Cj V. 

indem man den auftretenden wiUkörUchen Proportionalitäts- 
faktor gleidi 1 setzt. Sdireiben wir femer znr Abkürzung: 

m^x^ + m^x^ + j»,a% = ««, 

80 erhält das Jacobische System (3) die Form: 
dx, dx. , , 

dx. dx. 

Hierin können wir über x^ noch wiUkörlich verfügen, 
weil nur die Verhältnisse der x bestimmt sind. Wir wählen 

es so, daTs 

wird, dann folgt aus imserem System, dals Ton sfllbat 
= !., 



dz 'de de 



wird. Dieses ist aber ein System linearer, homogener Diffe- 
rentialgleichungen. Nehmen wir an, dals in der Umgebung 
Ton e -=0 alle Eoei^zienten in l^, m„ n, sich regu^ ver- 
halten, so sind nach Eap. 5 die allgemeinen Integrale x^, Xj, x^ 
lineare homogene Funktionen ihrer An&ngswerte; 
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a^ = c^a^" + Cg V + *=s V» 

wo die a, b, e Funktionen von e sind. Gehen wir niin wieder 
zur niehthomogenen Darstellung ober, indem wir die Glei- 
chungen darcheiniinder dividieren, so entsteht gerade das 
System (1), hieraus folgt aber die Behauptung. 

Wir fragen schliefBlich noch nach der infinitesimalen 
projektiven Transformation der Ebene und ihrer al^meinen 
analytischen Form. Setzen wir: 



».= l + «.(+..., a,- «,( + • 


■■ «,- «,< + ■■ 


»,- ft<+", i,-l+ß,t + 


■■, *.- AI + -- 


c,- ?,* + ■■■, e,- r,i + - 


■■, «.-!+»'.* + •■ 


und üben auf den Funkt X, y die Transformation (1) aus, t 


wird aus x 






\-x+[L-N-ie]-l+-. 




;_,+[j|f_jf.,].(+.. 



Dabei ist zor Abkürzung gesetzt: 

L = oj^x + a^y + ttt, 
M^ß,x + ß,y + ß„ 

N=y^x + y^y+ys. 

Die a, ß, y sind Konstante. Die infinitesimale projektire 
Transformation wird also: 

Sx-iL -N-x)-dt 

und wir sehen: 

Sind die Koeffimenten des Jacohischea Systems konstant, 
so definiert dieses die infinitesimale projektive Transformation 



•; DUii-ii. lategTal-Bcihiinng, HX t. Aufl. 
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Nach einer in Kr. 701 bereits gemachten Bemerkung mnik 
die ToUstöndige Integndgleichnng der Jacobischen Gleichong 
in eine Ideatitiit übergehen, wenn man fQr x and y die Toll- 
atändigen Lösnngen des zngehörigea Jacobischen Systems ein- 
setzt. Diese stellen aber nach den AasfQhnmgen diwer 
Kummer projektive Tnuinformationen, jene aber nach Kr. 702 
die sogenannten W-Jeurven dar. Wir sehen also: 

Die W'hurven sind dadurch charakterisiert, dafs sie bei 
praj^cüven TransformaHonen in sich übergehen. 

% 6. DUTerentlalglelchnngen, die auf Berfihmngs- 
tTSDBfomiAtloneii basieren. 
710. Einige eln&die int^^bele nile. Wahrend wir 
bisher nnr solche Gleichungen betrachteten, in denen der 
DifFerenÜalqnotient in erster Fotens enthalten ist, die also 
nach demselben aufgelöst sind, wollen wir nun einige Fälle 
behandeln, in denen man das gesuchte Int^ral findm kann, 
wiewohl die DifFerentialgleichang 



^'•'''^-0 



nicht in Bezug auf ^ linear ist. Wir behandeln zuiulchst 
die hierher gehörigen Integrationsm^oden rein formal, damit 
der Leser den Kecheoimechanismns kranen lernt Erst später 
führen wir den B^riff der Beröhmngstransformation an einem 
Beispiele ein und zeigen, dalÄ er uns den Grund erkennen 
üÜBt, wamm wir bei den Beispielen dieses Paragraphen mit 
der auseinande^esetzten Methode zum Ziele kommen. Damit 
ist dann die Überschrift dieses Paragraphen nachtrSgÜdli 
gerechtfertigt. Vorläufig wollen wir nur bemerken, dalä das 
Wesentliche im folgenden immer das ist, daßi y' als eine 
neue, sellratändige Veränderliche betrachtet wird. Wir beginn^a 
damit, einige einfache Fälle Ton integrabelen Differential- 
gteichungen aufzuzahlen. 

1. Wenn die Gleidinng die Variabelen x und y nicht 
enthält, also von der Form ist: 
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BO drückt sie aus, übSb 

iet, wobei a einen konstanten Wert bedeutet, der zugleich 
eine Wnrzel der G-leicIinng 

F(k) = 
ist. Die Int^ration ei^ebt: 

y='ax + C, 
wobei eine willkürliche Konstante bedeutet. HieraoB folgt 
y- c 

X 

nnd folglich ist 



y-g\^ 



die Tollstandige Integral^eichong. 

2. Enthält die gegebene Gleichung die Yariabele y nicht, 
so erfordert die Int^p^tion nor Quadraturen, sobald mui die 
Gleichung nach -^ aufgelöst hat. Kann man di^e AuflöBui^ 
nicht aosfKhren, di^egen die Gleichung nach x auflösen, so 
BLfiit sich die Aufgabe gleichfalls auf Quadrataren bringen. 
Denn setzt man 

dx ^' 
^° j j 

und nimmt man an, dafs die Gleichung nach x aufgelöst die 
Form hat: 

BO ist 

dx = fip)dp, 
dy=pf(p)dp. 
In dieser Gleichung sind die Variabelen y und p getrennt; 
es wird 

y = jpf'(p)dp + C. 

Man hat demnach zwei Gleichungen, weldie die Werte 
TOn X und y als Funktionen von p ausdrücken. Eami man 
nun p zwischen diesen Gleichungen elinunieren, so ist das 
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Integral dnrdi eine einzige Gleiohang zwischen x, y und C 
definiert. 

3. Enthält die gegebene Oleiohimg die Yariabele x rndit, 
und kann man sie nach y aoflösen, bo erhält man das btegral 
ebenfalls dnrch das nämliche Verfahren. Denn setzt man 







äi-i'' 


80 ist: 




9-m, 


also 




dy-f(s)dp, 


demnach 




di:-jf'(j>)dp 


nnd dies 


ei^ebt: 





-fjf(j>)'lp 



+ 0. 



Andi hier ist das gesuchte Integral durch zwei Glei- 
chmtgen zwischen x, y, C imd der Variabelen p ansgedr&ckt, 
die BchlielBlich noch zn eliminieren ist, um die eine Integral- 
gleichung zu gewinnen. 

4. Der znletzt behandelte Fall ist enthalten unter den- 
jenigen, bei welch^i die TOrgelegte Bifferentialf^eichuug nach 
der einen Yariabelen y aufgelöst werden bann. Wir betrachten 
allgemein die Oleichtmg: 
(1) S-fi'.P), 

wobei p wie früher die Ableitung ^ bedeutet; durch Differen- 
tiation erhält man: 

und dies ist eine DilTerentialgleichang erster Ordnung zwisdien 
X and p. Kann man die Integralgleichung derselben 

(3) ^ix,p,C) = 

bestimmen, bo ergiebt die Elimination Ton p zwischen den 
Gleichungen (1) und (3) eine Qleichnng: 

(4) F(x, y,C) = 0, 

welche die Tollständige Integralgleichung der ursprän^^chen 
Differentialgleidiung ist. 
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711. Die OlairaatBohe Qleiohiiiig, Clairant hat eine 
Differentialgleiehang betrachtet, die als spezieller Fall unter 
folgender allgemeiuen Form enthalten i^t: 

(1) y = x^(p) + ij>(p). 

Dabei ist 

and ^(p) und ^(p) bezeichnen gegebene Funktionen von p. 
Wir wenden nun auf die allgemeine Gleichung (1) das Yer- 
&liren an, welches im vorigen Paragraphen angegeben wnrde; 
die Differentiation ergiebt: 



(2) 

oder: 

(S) 



i> - 1>(P) + [!"P'(S) + *"<»] J 



dp 



p'M 



dp <f(.p)-p f(p)-p 



« + 



VW 



Betrachten wir nun x als FnnHioii der unabliangigeii 
Variabelea j>, so ist diese Gleichung eine lineare, und ihre 
Lösung wird nach Nr. 675: 



(4) . 






Sonach erhält man die Integralgleichung von (1), wenn 
man _p zwischen den Glei- j.j^ ^ 

chnngeii(l) and(4) eliminiert. 

Man wird bemerken, dafe 
die in Nr. 669 betrachtete 

Differentialgleichung die 
Form (1) hat. Ihre voll- 
Biandige Lösong war dnrch 
eine 9char von Kurven 
4'" Ordnung gegeben. Die 
hier gelehrte Methode zeigt, 
da£s X und y rationale Funk- 
tionen eines Parameters, i^m- 
lieh p, werden; denn man findet: 
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dp" P* ' <*?"■ P' ' 

Die Emre hat 8 Doppelpunkte, die den 3 Wurzeln der 
Oleichnng 

für welche -j- und ^ gleichzeitig verBchwinden, entsprechen. 
Yon ihnen ist nur einer reell, die beiden anderen sind imaginär. 
Alle 3 li^en aber anf der Eorre 

*=-!». y — i»' 

oder , 

Diese war nach Nr. 669 Ort der Spitzel. Also wird der reelle 
Doppelpunkt jeder Integralknrre eine Spitze (ver^ Fig. 4). 
Die GlairantBche Gleichung selbst entsteht ans (i) in 
dem Spezial&lle, dals 

isL Dieser erfordert eine besondere Behandlung, weÜ dann 
die Gleiehnngen (3) nnd (4) illnsorisch werden. Die Glei- 
chung (1) wird alsdann: 

(5) y=px + ^{p), 

nnd die Gleichung (2), welche man dnrch Differentiation hier- 
ane gewinnt, wird: 

(6) \_x + i,'{rj\dp-o. 

Also ist die nene Differentialgleichmig: 

(7) dp = 0; 
anfserdem kann aber anch 

(8) a; + f'(» = 
gesetzt werden. Die Gleichong (7) ei^ebt: 

P-O. 
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wobei C eine willkürliche Konstaiite ist; und substituiert num 
diesen Wert in die Gleichong (5), so folgt: 
(9) y^Cx + ^(0 

als vollständige Ldsnng. Betrachtet man aber zweiteiu die 
Gleichong (8), und entnimmt man aus ihr den Wert p, nm 
ihn in die Oleichmig (6) zn Bubstitoieren, so erhält man eine 
LSsong der Differentialgleichimg, die keine willkürliche Kon- 
stante enthält nnd die ihre singoläre LSsni^ bildet. Dieses 
Ergebnis stimmt mit der allgemeiuen Theorie der eingnlären 
Lösungen, die wir im Torigen Kapitel entwickelt habeai, über- 
ein. Denn die Gleichung (8) ist die Ableitnng der Differential- 
gleichmig in Bezng auf den Differentialquotienten 

Die Elimination von p mnfs also das singoläre Integral liefern; 
anch sieht mau, dals die zor EHminatiou notwendige Beehnni^ 
identisch ist mit der Elinünation von G zwischen dem voll- 
ständigen Integrale und seiner Ableitung nach C. 

Die geometrische Bedeutung der Glairantschen Gleichung 
ist sehr ein&ch. 

Die DifFerentialgleichni^ (5) repräsentiert eine einfach 
unendliche Schar toU Oerad^i, mit dem variabelen Richtungs- 
koeffizienten p. Ihre Integralkurven sind nun einmal alle diese 
Geraden selbst, sie stellen die parinkidaren Integrale vor. 
Sodann aber Liefert auch die Einhüllende dieser Geraden ein 
Integral und zwar ein singnläres. Es wird einfach dorch die 
jenige Kurve repräsentiert, deren Tangenten die Geraden der 
Schar sind. 

An diese Bemerkungen schlieisen wir jetzt die EinfÜhnu^ 
der Berührungstransformationen an und betrachten zunächst: 

7ia. Die Dualität als Berütarongstransformation. Deuten 
wir {x, y) als rechtwinklige Koordinaten der Punkte einer 
Ebene E, (u, v) als die der Punkte einer Ebene E', so ver- 
mittelt die Gleichung: 
(1) ux + vy+l=0 

eine derartige Beziehung der beiden Ebenen, dals jedem 
Punkte der Ebene E eine Gerade in der Ebene E' und um- 
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gekehrt entapricht. Man nennt diese dorch die G^leichong (1) 
gegebene Beziehung eine Diudität. 

Den Punkten einer Enrve C in der Ebene E entspricht 
eine Sohftr von Geraden in der Ebene E', die eine Kurve G' 
mnhfiUen. Man bezeichnet C als daa Büd der Kurve C. Wir 
nehmen an, dals C keine Gerade ist. Die analytische Dar- 
stellung der Kurve C gewinnt man, indem man aue der 
Gleichung der Karre C: 

y-m, 

die als graben zu denken ist, den Wert von y in (1) einsetzt 
Man erhält dum die Gleichnng der Geradensohar in der 
Ebene E\ die die gesuchte Kurve C einhOlleu. Dabei er- 
scheint X als der Parameter der Schar. Kach Bd. I Nr. 210 
findet man aber die Einhüllende durch Differentiation nach 
diesem Parameter. Versteht man daher unter 

die Ableitung von y nach x, so bestimmen die Gleichungen: 

tt« + wy + 1 = 

M + «y' = 

u und V als Funktionen des Parameters x and definieren so 
die Kurve C. Man erhält: 



Die Knrve C hat natürlich die Geraden, deren Eiohüllende 
sie ist, zu Tangenten; der RichtungskoeMzient einer Tangente 
ist j^> wofür wir kurz v' schreiben. Die Geraden der Schar 
aber sind durch die Gleichung (1) oder durch: 



I X als Parameter fungiert und 
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zu setzen ist, gegeben. Ihr Bichtnngskoefßzieat ist also * 

und wir haben also: 

(3) .'=-!■ 

Anal;ftisch bedeutet dies: Differentiiert man die Gleichungen (2) 
nach X und berechnet dann 

, dv de _ du 

du dx ' dx 

durch Divieion, so hebt eich das rechter Hand vor der Divieion 
auftretende y" heraus, und es ■wird der Quotient eine Funktion 

Ton x,y,y' allein, nämlich gleich In der That giebt 

die direkte ÄuBrechnung: 



dx {xt)'~y)' dx (xy'-y)' 

Die Gleichungen (2) ergeben zusammen mit der Glei- 
chung (3) eine Transformation der Liniendemente {x, y, y') der 
Ebene £ in die Linlenelemente (m, v, «') der Ebene E' (vergL 
Nr. 659). Zwei Kurven C und C sind daher durch die 
Dualität (1) derart aufeinander bezogen, daJs den Linien- 
elementen (x, y, y') der Kurve C die Linienelemente (u, v, v') 
der Kurve C imd umgekehrt entsprechen. Berühren sich zwei 
Kurven C^ und C^ der Ebene E im Punkte M, so ist das 
Linienelement der ersten Kurve mit dem der zweiten im 
Punkte M identisch. Also gilt Gleiches für die Bildkurven (7*, 
und C'j der Ebene E'. Also berühren sich auch C\ und C„ 
und ihre gemeinsame Tangente ist die Bildgerade y' von M. 

Eine Transformation der Linienelemente, welche zwei 
sich berührende Kurven wieder in zwei sich berührende über- 
fahrt, heifst aber eine Beriihrungstransformation. Wir können 
daher sagen: 

Die ßuaUiät ist eine Bemhrungskamformation. 

Bestimmt wird die Dualität durch eine einzige Gleichung, 
nämlich (1). Diese wird daher auch ihre aegwiio directrix 
genannt. Beachtet man, dafs diese sich nicht ändert, wenn 
man x mit u und y mit v vertauscht, so erkennt man, dafs 
die Auflösung der Gleichung (2) und (3) nach x, y, y' einlach 
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dadorch erhaXten wird, iaSa man x mit u, y mit v, ^ mit v' 
Tertanscht. Eb tranBformiereu daher die 3 äleicliniigeD: 



die Linienelemente von E' wieder zurück in die Ton E. 

718, Zweites Beispiel einer BerfihmngBtranflformatioo, 
Im AnBchlalä an die Betrachtungen der vorigen Kammer 
würde ea keine Schwierigkeiten l)ieten, die aUgemeine Theorie 
der BerUhmugBtranBformationen entsprechend dnrchzuftlhren. 
Bleibt man in der Ebene, so tritt ein&ch an Stelle der GHei- 
chnng (1), die die Dnalität definiert, ii^end eine andere Glei- 
chong zwischen x, y, u, v: 

Sl{x,y\ «, t')=0 
als „aeqnatlo directris". 

Wir gehen aof die allgemeine Theorie hier nicht ein, 
sondern betrachten nnr noch ein weiteres einfaches Beispiel; 
es bedeutet nur eine Modifikation der Dnalilät, die nne aber 
bald Ton Nutzen sein wird. In der äleicbong (1) der Dualität: 

ux -\- vy + \ = Q 
fahren wir nämlich statt m nnd v die örö&en ein: 

(5) „. — i, .,_i. 

Alsdann wird umgekehrt 

(6') „ 4, .-i- 

und daher: 

(6) -«,a: + y + «i = 

die neue „aequatio directrii", welche den Punkten der {x, y) 
Ebene wieder Gerade in der Ebene (m^, «,) zuordnet. Die 
entsprechende Beziehui^ der länienelemente dieser beiden 
Ebenen ergiebt sich unmittelbar aus den bisherigen Olei- 
chongen (2) bis (Ö*), wenn man noch 



^dbvGoOglc 



Tntegrationsmethoden bei Differeatialgleichmigeii erster Ordnnng. 107 

aas: . 

1 ' v — utf 
und mngekehit t/ ans: 

berechnet. Es eotsteheii so die GlelcliangeQ: 

und 

[ l-i/, 

(8) S,-»,!/,-«, 

AuB der letzten Gleichnng erkennt man, dafs den Linien- 
elementen der Ebene («i, «J, deren Punkte anf einer FaraUelen 
u^'^const. znr v,- Achse liegen, diejenigen Linienelemente der 
Ebene (x, y) zugeordnet werden, deren Geraden einer festen 
Bichtnng y' = const. parallel sind. Die in dieser Nammer ein- 
gefElhrte ModiEkation der Dualität möge im folgenden einfach 
„die Berfihnmgetraosformation D^' genannt werden. 

714, Anwendung anf DlflbrentialgleiQlinngen. Bereits in 
Nr. 669 wurde auseinandergesetzt, wie eine Differentialgleichung 

aoB allen oo' Linienelementen {x, y, j/) der Ebene eine Schar 
Ton Od' heransgreift. Das Integrationsproblem besteht darin, 
diese 00* Linienelemente zn einer Schar Ton oo^ Integralkarveoa 
zusammenzufassen, län^ der^i jeder wieder cc' Linienelemente 
aneinander gereiht sind. Fflhren wir ntm anf eine Differential- 
gleichnng die duale Berfihrungatransformation — oder besser 
gleich die Transformation B^ — aus, so geht diese wieder in 
eine Differentialgleichung aber: 



(10) 


y(»„.„«y = o. 


Ist 




(11) 


F(x,9,O)-0 
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die Integralgleichung von (9), so kann man in ihr nach (8) 
die {x, y, i/) durch (Ui, t^, ff^ ersetzen. Das EliminationB- 
reenltat von v*) ans dieser Gleichung und (10) liefert dann die 
Htegralgleichong 

(12) Vi(«.,fi, 0) = 
Ton (10). 

Kann man also eine der Gleichungen (9) oder (10) durch 
Quadraturen integrieren, bo ist dies such bei den anderen 
möglich. Im besonderen heben wir den Typos heraus, dab (9) 
in Bezug anf x und y linear ist. Die Gleichungen (8) lehren, 
dals dann (10) in v^ und (/| linear, also dnrch Quadraturen 
nach Nr. 676 integrierbar ist. In diesem Falle hat (9) die Form: 

(13) y-i9>(!0 + '/'(s/) 
der Nr. 711, und die Gleichung (10) wird: 

(14) [«.-q.(«,)y,-r,-^(«,)-0. 

\n. der That haben wir in Nr. 711 die Gleichung (13) 
dnrch Quadraturen integriert und auf eine lineare Differential- 
gleichung zurückgeführt. 

Den Ghund dafOr sehen wir jetzt darin, dafs wir jede 
SifferenÜalgleichtmg integrieren können, die wir du/rt^ eine Be- 
rüimmgstransformaiion auf einen hereits erledigten FdB ewrüek- 
fiihren können. 

Beispielsweise wird auch die allgemeinere Gleichung: 

y - xtp(^') - (xi/ - yyi>(^) 

nach derselben Methode auf Quadraturen zurückgeführt. Die 
Berührungstransformation J)j führt sie über in die Gleichung: 

die dem in Nr. 678 erledigten Typne angehört. 

Wir brechen hier unsere Betrachtungen über Berühmngs- 
tnnsformationen ab und geben zum Schlnase noch einige 
Anwendungen der in Nr. 710 S. auseinandergesetzten Inte- 
grationsmethoden anf geometrische Probleme, die auf Diffe- 
rentialgleichungen von dem hier betrachteten Typus führen. 
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TIS. Erste Anwendung. Zwei Punkte F und F' mit dem 
Abstände 2c sind geg^en; man soB, eine Kurve besUmmen, so 
dafs das Prodiikt der EtUfemunge» ^^ , 

dieser beiden Punkte von jeder Tan- 
gente gleich emer gegelxmen Grofse 
J>' ist. 

Die Gerade FF' wählen wir zur 
X • Achse und legen die y- Achse 
senkrecht durch die Mitte der 
Strecke 2 c. Setzen wir 



[fff]' 

£\P' — Fji 



so wird die Gleichong der Tangente in einem Punkt x, y der 
gesuchten Karre: 

Die Enbfemmigen FM, F'W dieser Ttingente von den 
Punkten F nnd F' haben die Werte: 



FE: 



y -pic+pc 



F'H' 



_ j/—px—pc_ 



Vi+P' " Vi+p* 

also wird die Oleichong des Problemes: 

(y-i"g)'-f*e' , IS 

i+p« -^^ 

oder, wenn man a'^= c'+ b' setzt: 



y^px + Ya^p*±h'- 
Das vollständige Int^p«l dieser Gleichung wird nach 

Nr. 711: , 

y=Cx-^ ya*C*±b\ 

es stellt gerade Linien darj die eigentliche Lösung des geo- 
metrischen Problems ist aber dnrch das singulare Integral der 
Differentialgleichung gegeben, fdr welches 



Va'C'±ö« 



oder 

wird; trägt man diesen Wert in die vorige Gleichung i 
erhält man: 
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V= , -^ — ■ 
oud die Elimination von C ergiebt: 

(f)'± (!)■->. 

also eine Ellipse oder Hyperbel, deren Brennpunkte F nnd 
F* Bind. 

716. Zweite Anwendung. Es amd zwei pcaraUde Geraden 
und CMf jeder ein fe^et FwiM geg^>en; man soJI die Kurve 
hesUmme», deren Tangente» auf den gegd)enen Pandiden JJb- 
schniüe, gerechnet von dm festen Ptmicten an, bestimmen, deren 
Produkt gla»ii einer gegebenen Gr'öfse ist. 

Eb seien AP, A'P' die gegebenen Geraden, Ä und A' 
die gegebenen Funkte auf denselben (Fignr in Nr. 715); zur 
a^-Achse wilhlen wir die Gerade AA', nnd zur y-Ächse eine 
Parallele zn den Geraden AP, A'F', gelegt durch die Kitte 
der Strecke AA'. Dieses Koordinatensystem braucht also kein 
rechtwinkliges zn sein. Die Tangente der gesuchten Kurve 
hat die Gleichung: 

V-y-pi^-:e), 

und wenn man mit 2a die Entfernung AA' bezeichnet, so 
erhalten die Strecken AP, A'F' zwischen den Punkten A, A' 
nnd der Tangente die Werte: 

±AP = y — px + pa, ±A'P' = y—px~pa; 

also wird die DiSerentialgleichnng des Problemes: 

(if — pxy — a V = ± 6' 
oder: 



y =px + yaV±&'- 
Man erkennt, dals dieses die nämliche Gleichui^ wie 
Torhin ist; die eigentliche Lösung wird hier ebenso das singulare 
Integral: 

a' -^ 6' ' 

es stellt eine Ellipse oder Hyperbel dar, die auf zwei kon- 
jugierte Durchm^ser bezogen isi 
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717, Dritte Anwendung, Es s(M die Kurve iestimmt 
werden, für welche der Abschnitt ihrer Tangente ismschen ewei 
rechtmnHigen Achsen stets einer gegebenen 
Gröfse gleich ist. 

Es seien T and 8 die Paukte, in 
denen die Tangente der gesuchten Karre 
die gegebenen GeriMien schneidet; hat 
luan diese zu Koordinatenachsen gewählt, 
so üt die Gleichung der Tangente: 

und es wird: 

±08 = y-px, ±0T=-?^:=^. 
Also wird die Diflereutialgleichung: 

(j,-yi)>(l + i)-o' 
oder: 

(1) »->" + yTTr- 

Wie in den vorigen beiden Problemen erMlt man das 

TotlstSudige Integral, iudem man p darch eine Konstante er- 

, setzt, und das singulare, welches die gesuchte Kurve liefert, 

wena man p aus der Differentialgleichung und ihrer Ableitung 

nach Pf uämlich 

(2) - » + — 2-j- 

(1+pV 
eliminiert. Ans den Oleiehungen (1) und (2) tol^: 



Erhebt man diese Gleichungen auf die Potenz j und 
addiert sie dann, so bekommt man die Gleichung: 

i i j. 

a;» -|- y» =a*. 

Dieselbe stellt eine Epicykloide dar, welche von einem 
Kreise mit dem Radius -j erzeugt wird, der im Innern des 
Kreises mit dem Radius a rollt. 
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Dieses Besultat lälfit sich auch sehr ein&cb TermittelBb 
geometriBcher Betrachtungen ableiten. Denn konstruieren wir 
über OS nnd OT das Rechteck OSKT, ziehen wir femer die 
Gerade OK, welche ST in S schneidet, nnd beschreiben wir 
den Kreis AKS nm den Funkt als Mittelpunkt mit dem 
Radius a, sowie den Ereis 0' Aber EK als Durchmesser, 
welcher die Gerade ST noch im Fmikte M schneidet, so ist 
der Winkel KST doppelt so grofs wie KOÄ und halb so 
grolÄ wie KO'M; dieser letztere ist also das Yierfache des 
Winkels KOA; andererseits ist der Radius O'K der vierte 
Teil Tom Radius OK; also sind die beiden Ereisbogen KM 
nnd KÄ ontereinander gleich. Hieraus folgt, äa£a der Ort 
des Punktes M eine Epicykloide ist, deren Anfangspunkt A 
ist. Wir wissen aber, dals MH oder ST die Tangente an 
diese Epicykloide ist, die also die Einhüllende der beweglichen 
Geraden ST wird. 
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DUrerentialgleicliungeii höherer Ordnnng und 
Systeme Toa Diflerenöalgleichuiigen. 







'a-f.(',y..s,- 


■ ».)■ 



§ 1. Systeme TOn DlffeTentialgleichnngen erster Ordnimg. 

718. Deflnitloiien. Wir betrachten nan ein System Ton 
n Differentialgleichimgen erster Ordnung zwisclieu n-\-\ Taris- 
belen x, y^, i/s...y„_i, y«, nämlich: 



(1) 



Hat man ein System von n Funktionen { 
(2) yi=<Piix), tft^tPiix),... yn=<Pn(x), 

welches die Qleichungen (1) identisch befriedigt, ao nennt 
man dies eine Losimg. Enthält diese n willkürliche Eonstante 

C„ C„...C„, 

die sich nicht etwa anf weniger als « reduzieren — was z. B. 

der Fall wäre, wenn alle Konstanten nur in der Verbindung 

C, + C, + ■ ■ ■ + O, 

aufträten, die als eine einzige Eonstaute zählte — , so heiTst 
die Ldsung eine vollständige. Spezialisiert man die Eonstanten 
in einer TollBtändigen Lösung zu festen Werten, so entsteht 
eine parUhüare Lösung. Eine Lösung, die durch solche 
Spezialisierung der Eonstanten ans der vollständigen nicht 
gewonnen werden kann, heilst eine smgwläre Lösung. 

S«i[et, Diff,- D. luttgnt-BMluiaiiK. ta. S. Ana. 8 
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Differentiiert man ii^^d eiae Gleichimg zwischen x und den jf : 
f>{x,yi,, y„...y„)-0 
nach X, indem man för die -^ ihre Werte ans (2) einsetzt, 
so kann es eintreten, dals die entsprediende Qleidiang dnroh 
alle Werteysteme x, y befriedigt wird, welche der ffleichong 
9)^0 genflgen. Man sagt dann, die Ctleichnng qp — O „erföllt" 
das System (1), oder, sie ist eine Integriägleidumg von diesem. 

Im besonderen kann es eintreten, dals eine vollständige 
Lösung nicht dnrch ein System der Form (2), sondern 
implicite durch ein System von n Terschiedenen Int^ral- 
^eichnngen gegeben ist: 

(S)<p,(x,y„...yn,Ci,...C„) = 0,...<p„ix,y,...y„,Ci...O:)=0, 
das ebenso wie die ToUständige Lösnng n wesentliche, will- 
kfirliche Komitonte enthält. Ein solches System heüst ein 
vollständiges System von ItUegralglacf»tngen, Eine Gleichung, 
die eich ans den Gleichungen eines solchen Systems durch 
Eliminationen und Spezialisierung der Eonstanten ableiten 
iä&i, heilst eine pea^ihäare Integra^leichang. Ist dies nicht 
der Fall, so heifst sie sit^ulär. 

Erscheint das Tollständige System (3) nach den will- 
kfirlichen Eonstanten aufgelöst in der Form: 

(4) i'i{3:,yi,...yn)'-C^,... *,(«, y^... y„)- 0,, 
so heilst jede dieser Gleichungen ein Integreü und zwar ein 
partikulares, wenn die Konstante auf der rechten Seite einen 
speziellen Wert hat. Der Ausdruck singvläres Integral erkort 
sich wohl Ton selbst 

Wir gehen jetzt daran, die Existenz der Tollsfändigen 
Lösungen nnd der Tolletandigen Integrale za erweisen. 

719. Das Bxifltenxtheorem f&r das nach den Ableitungen 
auflöste System. Es gilt der: 

BatB. In dem Systeme von IHfferentialgleichimgen: 
(1) y\ = fi(3^, yi> !/».■•?-.),■■- y'n^fnix, y^, y„...y«) 
ä^ien die rechten Seiten analytisehe Funktionen ihrer Argumente, 
die sich in der Ümgebtmg der SteUe 
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regulär verhalten. Msdam, giä>t es immer eine paHOtadare LSstmg: 
(2) yi=<fi{x, \, 6s,...6,),... y„= ip^(x, b^, 6„...6„), 

analytische Funkthnen von x sind, die sich in der Umg^ning 
der Stelle x-^ x,, regidär verhalten und für x = Xf, se^ 
entsprechend die Werte 



Die Fonktiouen f mögan sich r^püär Terhalten für alle 
"Werte 

die den Ungleicliimgen: 

\x-x^\<R,\y^-W<Il„...\y„-K\<Ji^ 
genügen. 

Mit M^, M^,... bezeiclmen wir die gröiäten absoluten 
Beträge, welche die FanktioneD f^^, f^, ■•■ in dieser TTmgebimg 
annehnien; wir setzen femer: 



*(«;-%,%. ■■■) = 7 



und betracbten die n simultanen Gleichungen: 

^^") ^ = -^iV'(a:,%, %,...), ^=^H^,nuni, ••),■■ ■ 

Man kann dann Funktionen t)^, ij^, ■ . . ermitteln, die dieseo 
Differentialgleichnngeu genügen and sich zugleich für a; = a^ 
bezüglich auf die Werte 6,,^,... reduzieren. Setzt man 
nämlich; 

(3) %-6,-Jlfi<S, 7)^-\=M^S,... 

und bestimmt man die Funktion 8 derart, dalÄ sie filr x = a!^ 
Tersohwindet, nnd die Gleichung erfOIlt: 

(4) ~^ = ^{x,\+M^8, fcj + JfjS,...), 

Bo ist ersicbtlicb, dal^ die Gleichungen (la) identische werden. 
Die Gleichni^ (4) \M^ sich in folgender Form schreiben: 
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oder: -K 



/i _ ^1^ /i _ ^t^ ^ 



und man erhält dieselbe dar^ Differentiation der folgmden: 

K«-(^+f+...)f+(ff+...)¥-.>üK'-^)-»- 

Sei r < ii nud kleiner ala der kleinste Wert, velclier \x — X(,\ 
ZQ erteilen ist, damit die Gleichong fSr S zwei Reiche Wnrzeln 
bekonunt Solange \x~- x^\ kleiner als r bleibt, ist diejenige 
der Wurzeln S, welche fflr a; = a:;, verBchwindet, eine stetige 
Funktion Ton x, die in eine konvergente Beihe nach ganzen 
Potenzen von X — x„ entwickelbar iet. Bezeichnet man nun 
weiter mit A den grö&ten Betr^ dieser Funktion 8 iG.r 
\x-Xt \<r, BO iat (Nr. 660): 

(^) mi<t.- 

Endlich erkennt man, dafs anch die Funktionen tj^ — &,, 
)j, — ^,..., dft sie proportional zu S sind, ebenso wie diese 
Funktion sich in konvergente Reihen noch Potenzen von x — x^ 
entwickeln lassen. 

Nach Kr. 666 sind die Betri^ der partiellen Ableitungen 
der Funktionen 

fßr 

nicht gröfser als die Werte der entsprechenden Ableitungen 
der Fonktionen 

Mi<p{x, i?„ i)j, . . .), Mtg>(x, %, i?g, ...),... 

far 

Daraas folgt, indem man das System der dleichni^^ (1) nnd 
der durch Differentiation ans diesen abgeleiteten mit den Olei- 
chongen (la) nnd ihren Ableitungen vergleicht, dals die Werte : 



VdaiVo \d''/ö V'ia'Vo 
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welche aas den e»ten äleicbiuigeii berechnet werden, ihrem 
Betrage nach nieht grö&er sind als die reellen nnd positiTen 
Werte: 

gebildet ans dem zweiten Systeme. Also ist, gemäls den 
Gleichongen (3) und der tJn^eichnng (6): 

I /d^,x u-^)" I j, ^. i'^-'^r, 



Demnach sind die Reihen: 

konvergent, solange | a; — «o | < r ist Diese Reihen definieren 
also analytisohe Funktionen ^^, y^, ... , welche innerhalb dieses 
Oebietee r^pilär sind, und dieselbe Überlegung, welche in 
Nr. 660 ansgefOhrt wurde, beweist, dafs diese Funktionen in 
der That den Differentialgleichungen genügen. 

Bemerkong. Es ist leicht zu erkennen, dais man in dem 
vorigen Beweise die Gböfsen Bi,B^,... durch den kleinsten 
Wert unter ihn^i ffl, und die Masima Jlf,, Jfj, ... durch den 
grölsten Wert unter ihnen 3R ersetzen kamt Die Gleichtu^en 
(4) nnd (5) werden dann: 

B 

5^[i-(i-«sn+s!(i-^)-o. 

Die Ableitung dieser Qleichnng in Bezug anf 8 ei^ebt; 

i-Ss-o. 
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Sb ist also tßx den F&Il zweier gleicher Wurzeln: 

^_^ + Bl(l_^)=0. 

^'''' ( ,« \ 

x-Xo=M\l-e (•+»»«;, 

und folglicli kann man fOr r die obere Ehrenze äxieren: 
r-B(l-e~(-+»)««). 

720, biqiUoite Fxmktlonen von elnei> Tarlsbeleii. Daa 

Existenztheorem ftb- die Lösungen eines Systems von Diffe- 
reatialgleichnngen können wir nun benatzen, um den folgenden 
Satz zu beweisen. 
Sati. Es seien 
■Fi(«, yi . ■ . »n), F,(x, «/,... y,), F„ix, ft . . . tfn) 

anaHytisehe Ikaihtionm ihrer n + 1 Argumente, die «cÄ »w der 
Umg^ung der Stelle 

regulär verhcUten; an dieser Stdle sei 
während die Fun^ionaldetermiitante 



(1) 



g(J'.---F^ 






'W'"^ 



nicht identisch verschwindet. Msdarm giebt es ein wnd nur ein 
System von ancdytischen Funktionen j/i ■■•yn, welche sich für 
x = x„ auf 6, . . . fe„ reduzieren, das Syst&n 

j;=o,... F„=0 

erfüllen und sieh in der ümg^mng der Stäle x = x^ regtdär 
verh(dten. 

In betreff der FaBSung von diesem Satze bemerken wir 
nur, dalä der Begriff der „Fnnktionaldeterminaiite" durch den 
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Wortlaut selbst erklart iat nnd später (Nr. 724, 726) genaaer 
nntersncht werden wird. Das ZeiclieQ 

bedeutet nur eine abkOrzende symbolische Sdireibweise dieser 
Determinante. 

Den Beweis dieses Satzes, anf welchen wir zuerst in 
Nr. 56 hingewiesen haben, können wir jetzt leicht erbringen. 

Die gesuchten Funktionen müssen mimlich das Oleichungs- 
System , j 

(8) I 

erfDllen, welches sich, da die Fnnktionaldeterminante nicht 
Terschwindet, auflösen ^Ist und Oleiohni^en von der Form 
(3) t/, = f,(':,s,-.y.), (J-1...») 

ergieht. Diese eindeutig bestimmten Gleichungen haben nach 
Nr. 719 ein bestimmtes System von analytischen Funktionen^ 
welche sich tür x=x^ bez. auf \...h„ reduzieren als Lösungen. 
Hiermit ist unser Satz bewiesen. 

721. ImpUolte Funktionen von mebxeren Tariabelen, 
Wie wir in Nr. 662 aus der Existenz der durch eine Glei- 
chung definierten Funktion einer Yariabelen die einer durch 
eine Gleichung definierten impliciteu Funktion von mehreren 
Tariabelen gefolgert hatten, so können wir jetzt mit Hilfe 
Ton Nr. 720 den folgenden Satz beweisen; 

Sats. Es Seien 

analytische Funktionen ihrer m + n Argv/mente, die sich in der 
Umgä/mig der &dle 

aj . . . Om, &, . . . &R 

refftdär verkalten, an diesen St^^ sd au/serdem 

I^=F^ ^^„ = 0, 

teährmd die Funktionaldeterminante 
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. ^' d(F,.-.F^ 

an dieser Stdle nicht verschwindet. Alsdann gitbt es ein und 
nur ein System von litnktionen y^ ■ • ■ ^, wdche die Gleichungen 
erfüllen, fUr Xi=ai sich auf yt =• &t reduzieren und sieh i» der 
Ümg^mng von Xi == a, regulär verhalten. 
Zum Beveiee setzen wir: 

(2) Xi=ai-\-atX 

und erlialten durch diese SnbBtdtationen au Stelle des Ursprung- 
lieben Gleichnngssystems das folgende: 

(3) i*'» (o, + «i ic . . . a« + «» a;, y^ . . . y,) - -F* (^, ?! ■ ■ ■ ?-) = 0. 
Nun wissen wir aber ans \r. 720, dals es von diesem 

System Ton Oleicbnngen ein einziges System von Lösungen 
giebt, welches die gestellten Bedingungen erftlllt. Diese 
Lösungen sind analytische Fnnktionen Ton x, welche nach 
ganzen Fot^izen Ton OiX fortschreiten und etwa f&r ]a;| <jR 
konrei^eren. Der Koeffizient der n**° Potenz von x wird 
dabei (Nr. 138) eine Form w*" Grades der «j. Ersetzt man 
also jetzt wieder «Cjd: durch Xi — at, so entsteht eine Fotenz- 
reihe in 

iCj — öl, ... ICn - Oa, 

die ftr i \ ^ n -o 

[ a^ — 0( I < i{( = ffj i( 

konvei^ert nnd das gesuchte System von Lösungen darstellt. 

732, Das Ezletenztheorem für da« allgemeine System 
erster Ordnung. 
Satz. Es seien 
F^% y^...y«, i/f.f/n), F,(x, y...y„, if^...i/n),... 

analylisdte Fwtktionen ihrer 2« + 1 Argumente, welche sieh in. 
der Umgebung der Stdle 
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regulär verhaiten. An äersdben State sei 
j; = o, ... Fn~0, 
während die Funktiotidldei^minante 



(1) 






Wl"'W„ 






an dieser Stelle nicht v&^sckwindel. Älada^i gt^t es em be- 
simmtes System von analytischen Funktionen 

(2) y*= !?*(«, &., ii,-K), 

iedckes sich für x = x^ auf y» = 6» redueiert, die DifferenHcd- 

gleichtmgen erfüllt und sich in der Umgebung von a; = »o regtüär 



Den Beweis, welcher genau wie in Nr. 663 zu fahren ist^ 
wollen wir hier nnr skizzieren nnd die Ansföhmng dem Leser 
öberl&Bsen. Man kann nach Kr. 721 die impliciten Di£Ferential- 
gleichnngen ersetzen dorch explioite, indem man nach den y'i, 
aoflöst. Änf die ezpliciten aber wendet man sodann das 
Existenztheorem ans Nr. 719 an. 

§ 3. Die Iiitegralg:lelehTuigen eines Systems erster Ordnang. 
733. Vollatändlge Systeme Ton Integralen. Wir be- 
trachten jetzt ein System Ton n simnltanen Differential- 
gleichnngen erster Ordnimg, das nach den Differentialqnotienten 
aa%eIÖ8i ist, nnd gestatten ans in diesem Fan^raphen eine 
Änderong der Bezeichnnngsweise, indem wir die abhängigen 
Teranderliohen mit 

Xi, Xf, . . . Xn, statt mit ^, yj,... y« 
bezeichnen. Wir sehen aber durchweg die Bedingni^jen, unter 
denen im rorigen Pan^p^phen die Existenz der LSsnngen 
bewiesen worde, als erfEUlt an. Wir schreiben das System in - 
der Form: 

'■*■' d« °" X' dx^x'"' die X' 
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Mac Vann diese in einer einzigen Formel znsunmeoi&ssm. 

Wir nehmen nnn an, wir hätten ein System von n Inte- 
gralen gefunden: 

lWj(x,Xi, a^, . . . z,) = C^, 



(2) 



l*P'„(a;, a^,a^, ...Ä.) = C„, 
mit den Trillkfirliclien Eonstantea 

Wir nennen ein solches System ein vollständiges System von 
Integralen, wenn es sich nach 

«,, a;„ . . . a, 
Aoflösen läGrti, aIbo eine ToUständige Lösnng definiert. 

DaJs ein solches System existiert, folgt nnmittelhar uaa 
den Sätzen des § 2 von Enp. VI dieses Bandes. Deam. die in 
Nr. 719 ermittelte Tollständige Lösung: 



ist analytisch in den willkflrlichen Konstanten 

nnd kann nach ihnen aufgelöst werden, weil die Determinante 

S{X„X,, ...Xn) 

an der Stelle x ^ x,, den Wert 1 hat, also anch in der 
Ümgebang dieser Stelle nicht verschwindet, so dals der Satz 
der Nr. 720 anwendbar ist. Durch diese Änflösong entsteht 
also thatsächlich ein System von der Form (3). Ak will- 
kürliche Konstanten erscheinen dabei -anf den rechten Seiten 
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Da . diese innerhalb der Voraafiaetztmgen oneereB Existena- 
theorems viUktlrlicli sind, ao können sie ihrerseits als tmab- 
hSngige Variabel« betrachtet werde». Die Funktionen V des 
Systems (3), das wir so erhalten haben, sind daher in dem 
Sinne voneintm^ unabhängig, dafs keines der *F eine Funktion 
der übrigen 3* allein, also z. B, nicht etwa 

Wn=^i+ «', + ■■ H- y—i 
ist. Wir können also sagen: 

Unser 8y^&R (1) besitzt ünmer ein vdRständiges System 
von n voneinander unabhängigen Integralen. 
Sei nnn (2) ein solches System, alsdann werden die 
Gleichongen: 

zn Identitäten, wenn man f&r 

dx' dx' dx 

ihre Werte ans (1) einsetzt. Bildet man daher eine will- 
kQrliche Funktion J7 von 

iiF izr ^ 

so wird n =- const. wieder ein Integral. In der That wird 

dx ~ ^ ■ dx "■ ^ Wa ' dx 
nach (3) identisch null, wenn man fOr 

dx^ dxj, 

dx dx 

ihre Werte aas (1) einsetzt. Man kann aber anch umgekehrt 
sagen: 

Jsf (2) ein v<Mständiges System unabhängiger Integrale tmd 
(4) II(x, Xi, . . . x„) = const. 

irgend ein ajnderes Integral, so ist II eine Funktion von 

aUein. 
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In der Thst, ds (2) ein Tollstiuidtges System von Inte- 
gralen darstellen soll, eo kann man aach omgekehrt 

*,, a^, ...ift. 
als Funktionen Ton x und 

»F„ y„ . . . y, 

betrachten. Die Qleicbnng (4) g^t dann fiber in eine Öleickimg 

"•"'■' «, w„ v„...v., 

*''"" F(z,%,v„...v.)-r 

bezeichnet werde. Die Differentiation ergiebt: 

BF dF dV^ I ^^ ^ n 

Jx "^IW^ dx *^ *" ^Wi, dx " 

Da diese Gleichung, weil f ein Integral ist, durch das 

System identisch be&iedigt sein mols, und da zufolge der 

Gleichungen (3) 

^ = ^= =^^ = 
dx dx dx 

wird, so folgt, dals: 

sein mnfg. Dies besagt, dals die Funktion F unabhängig 
TOn ic, d. h. als eine Funktion Tcn W^, ...W„ darstellbar ist 
Es giebt also fOr daa System (1) nnr n Terschiedene, oder was 
dasselbe ausdrückt, voneinander unabhängige bitegrale. 

734. Die Determinante zweier Funktionen. Der Begriff 
der Unabhängigkeit zweier Funktionen von zwei Variabelen, 
oder allgemein mehrerer Funktionen von mehreren Variabelen 
ist von Jacobi aufgestellt und in folgender Weise begründet 
worden. 

Sind 

zwei Funktionen der beiden Variabelen a^ und z^, so heilsen 
diese beiden Funktionen voneinander nnabl^ngig, wenn es 
möglich ist, aus diesen beiden Gleichungen die Variabelen x, 
und Xf umgekehrt als Funktionen w, und von Ug darzustellen; 
dag^en sind die beiden Funktionen abhängig voneinander; 
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wenn die Elimination eiaer Yariabelen zwücben di€Ben beiden 
Qleiclituigen zagLeieli die Elimination der anderen Yariabelen 
lierbeiffihrt, so daTs also eine Oleicbong von der Form: 

(1) .,(«„»,) -0 

oder, was daeselbe besagt, von der Form: 

C2) «, -)>(«,) 

besteht. 

Beslehi solch eine Ftir^ioncilgleichung, so verscktcindet die 
I)etermitt<tnte, gäiüdet aus den ersten partidlen JMeitimgen der 
Funktionen u und v, idenüseh. Denn es folgt ans der Ölei- 
chong (1): 

^ Fx^ ^ F^ ' du, Wm^ 5»^ ¥xt ' 
also ist anch: 





8», 3«, 






(•,.",)_ 


e^^ 


_8«,8S 


l,^»u. 


c.',) 


^^ 


-J^ä^- 


-^^ 



Diese Determinante beÜst die FunkHoncUdeterminanie, 
Jacohische Determinante oder knrz die Determinante der leide» 
iBkmktionen. Dieser Determinante sind wir schon fQr den Fall 
beliebig vieler Yariabelen in 720 beg^^et, and es ist ans ihr 
Name und ihre symbolische Bezeichnang darch 
3(w., u,) 

Ton dort her schon gelSn%. Hier sieht man ihre entscheidende 
Bedeatnng filr den Begriff der Unabhängigkeit. Der bewiesene 
Satz Eist sich i^mlic^ nmkehren: 

Vers^tmndet die Fttnktionaldet&tninante der beiden 
Fimhtionen m, und «,, welche von den Variabekn x^ und x^ 
abhängen, idenÜsch, so sind diese beiden Funktionen 
nicht wnabkänffig vondnander, es besteht zwischen ihnen 
eine Ftmktionalgleichung. 
Denn denkt man sich die erste Fuiktioa 

«1 - fi(3h> «i) 



^dbv Google 



126 Drittes Kapitel. 

naoh einer der beideo YoriabeleQ, die in derselben enthalten 
sind, »nfgeldat, also etwa: 

ermittelt, and sabstitniert man diesen Wert in die zweite 
Funktion, so wird dieselbe im allgemeinen eine Funktion tou 
Xj und it,; wir bezeichnen sie mit 

Es ist za zeigen, dals in dieser Oleicbnng fOr t(| die 
Variabele x^ esplicite nicht mehr vorkommt, dais also die 
partielle Ableitung ^ identisch Terschwindet. Ana der 61ei- 
chnng 

»i=/ic^, Ml) 

dxi Wx^ 5t^ ^x^ Fx^ Wü^ dx^ 
und setzt man diese Werte in die Fnnktionaldeterminante ein, 
die der Yoransseizung nach identisch verschwindet, so wird: 



dx^ ?^ 
dx, dx. 






_ 3/; 3«! , 

3^ 5i^ 



Da jA nicht identisch Terschwinden kann, weil sonst «, 



3^ 
die Variabele x^ nicht enthalten wQrde, so ist also: 

|4-o, i.\. «,-/,(«). 

72S. Die Determinante von beliebig; vielen Ihinktlonen. 
Oieselb^i Sätze gelten für ein System, welches ans » Fonktionen 
Ton n Yariabelen besteht Wir schicken zonächst die folgende 
Definition vorans: 

Definition. Sind 

die gegebenen FunkUonen, so heifsen dieselben wndbhangig von- 
einander, tcemi sich aus ihnen die n Variahelen x^,...Xn um- 
gekehrt als DtnkUonm von Uj, Uj, . . . u„ darstdlen lassen; 
dagegen heifsen die Funktionen abhängig, icenn 0ivischen denselben 
eine oder mehrere Gleichungen bestehen. 
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Sind die Funktionen voneinander abhängig, bo tat- 
schwiudet j wie leicht zn beweisen ist, die Fnnktionaldeterminante 
identisch, und umgekehrt aas dem Verschwinden der Fnnktional- 
determinimte folgt, daTs zwischen den Fonktionen mindestens 
eine äleichang besteht. 

Der Beweis dieses letzten Satzes ei^ebt sich folgender- 
malsen durch Schlu& von n — 1 anf ». Es sei bewiesen, dals 
zwischen n — 1 Fonktionen von » — 1 Yariabelen dann nnd 
nnr dann eine Abhängigkeit besteht, wenn die Fnnktional- 
determinante derselben identisch null ist; es soll ntiu gezeigt 
werden, dals anch ans dem Verschwinden der FnnktionBl- 
determinante von n Fonktionen mit n Yariabelen eine Ab- 
hängigkeit zwischen diesen Fonktionen folgt. Der Beweis 
ist in folgender Weise zo führen: Ans den « Fonktionen 
Ui, Ui,...Ur mftssen sich »~1 aoswählen lassen, vermittelst 
deren man die Variabelen x,, x^, ... Xn—i omgekehrt als 
Funktionen dieser Fonktionen nnd der letzten Variabelen Xn 
darstellen kann. Denn wäre solch eine Aoswahl nicht möglich, 
so würden je n — 1 Funktionen nicht unabhängig voneinander 
sein in Bezag auf die » — 1 Variabelen, es bestände vielmehr 
eine Fonktioua^leichang zwischen ihnen, in welcher nor noch 
die Variabele Xh explicite vorkommen könnte. Aus zwei dieser 
Fnnktionalgleichongen liefse sich dann anch x„ eliminieren, 
and man erhielte eine Fanktionalgleichoi^; zwischen den 
n Funktionen, infolge deren aach die Fonktionaldeterminante 
identisch verschwindet. 

WirnehmenalsoaD, doJsetwa die Variabelen «^,2',,. ..x„—i 
als Funktionen von Uj,%, ...Un-i and der letzten Yariabelen x. 
sich darstellen lassen. Snbstitniert man diese Grollen in die 
letzte Funktion, so wird anch u„ eine Funktion derselben; 
wir bezeichnen sie mit 

»- = ^(«1, «,,-■ «"-1. »:>■)- 
Es ist zo zeigen, dals, Mls die Fonktionaldeterminante 
identisch verschwindet, die Variabele x„ in dieser Qleichnng 
nicht mehr explicite vorkommen kann, so dafe dieselbe in 
der That eine Bdation zwischen den n Funktionen ausdrückt. 
Es vrird: 
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Ti^t man diese Werte in die Fauktionaldetermiiiaiite: 

du, du. 



ein, BO reduziert sicli dieselbe auf die Form; 

3". 



du, 

du. 



du^ 



Da die FnnktionBldeterminaat« der » — 1 Fnnktioiieii Uj, . . . Uh_i 
in Bezug auf die n — 1 Yariabelen nicht identisch rerschwindet, 
weil zwischen diesen Funktionen keine Abhängigkeit bestehen 
sollte, so folgt, dalB dann 



^fn 



-0 



sein mols, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Funktionaldeter- 
minante ist diese: 

Die u seien gegebene Funktionen der x, die » Glröisen 
V,, Vi, ... Vn ihrerseits wieder gegebene Funktionen der u, so 
dafs auch die v bekannte Funktionen der x werden. AIb^htiti ist: 



(1) 



5{^r^ 



,«S,--.>*^ aCai,«.,-«;^ 
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In der Th&t, die du sind lineare Funktionen der äx: 

du. du. du. 

(2) du,-g^dXi-j^dx,+ - + j^Jx.,{i-l-«) 

und die Determinuite der Koeffizienten aof den rechten 
Seiten ist: 



(2a) 



Ebenso sind die dv lineare Funktionen der du: 



(3) dK, = g^rf%+g^dtt, + ---+-^d«„ 

mit der Determinante: 

Setzt man die Werte der dui aus (2) in (3) ein, so 
werden die dv lineare Funktionen der dx, und nach einem 
bekannten Satze der Determinantenlehre wird die Determinante 
des resnltierenden Gleichungesystemes das Produkt aus den 
Determinanten (2a) nnd (3a). Anderseits kann man unmittel- 
bar die tf als Fonktionen der x betrachten, und dann erhält 
man direkt das fr^liche Oleichungssystem: 

dv, dv, dv. 



(4b) 



Dieses hat aber zur Determinante: 



Also ist, wie behauptet, die Determinante (4a) das Produkt 
der Determinanten (2a) und (3b). 

726. Anwendung auf die Integrale. Auf Grund dieser 
allgemeinen B^riffe können wir die obigen Sätze Ober das 
simultane System nnd seine Integralgleichungen noch klarer 
fassen. 



., nur- n-lDtcgrat-BachiiiDig. HJ. i. Aufl. 
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Besitzt das System der DifiEerentia^leicliiiiigeiL 

dx dx, dx, 
X "^ ^ ™ Z7 ' 
das Tollständige Integralsystem 

80 müssen die Funktionen 9^^, ... ip*. so beschaffen sein, äaSa 
sich aas den Oleichni^eii: 

^ = n. ^=n ..-^=0 



dx 



= 0, 



dx 



= 0, ■ 






die Differentialqnotienten 



dXt ^^ 



berechnen lassen, d. h. es ma& die Determinante: 

8w^ dv. 






dw^ 



dx, dx, 

von verschieden sein, also sind die » Funktionen in Bezug 
aaf die « Yariabelen Xi,...x„ unabhängig, oder mit anderen 
Worten nach diesen Yariabelen anflösbar. 

Wenn aber anfser diesen » Fanktionen noch eine weitere 
vorhanden ist, ftlr die: 

n(x, «1, ...»„) = C 
ein Integral bildet, für welche also auch: 

wird, faUs man für die DifFerentialquotienten die ihnen propor- 
tionalen Werte eisBetzt, so verschwindet die Funktional' 
determinante der w + 1 Funktionen: ^^j, ?Fj,...9''b, H, ge- 
bildet mit den n + 1 Veränderlichen x,Xj^,...Xb, d.h. es 
besteht eine Abhäi^gkeit: 
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727. Bine partielle DiffMentl&l^eiohiiiig. Die notwendige 
and hinreichende Bedingung d&fSr, dals die Oleichtu^: 

II{x, X,, Xj, . . . Xh) '^ conat 

ein Integral des Systemes 

X- X,'"-" X„ 
ist, besteht datin, dafs zufolge dieser Gleichungen 

dn , , dn , , , dn , ^ 

wird, dals also identisch die Gleichung erfüllt ist; 

Man hat also den Satz: 

BatB I. Ist n=const. ein Integral des sim^tanea Syäemes: 

dx dx^ dx„ 



SO genügt die Funktion U identisch der partiellen DifferenUal- 
gleichung: 

cx ' ^ cxi ' ' " dx„ 

Umgekehrt: Jede Funktion IT, welche dieser partieUen 
Differentialgleichung genügt, giebt, icmn man sie einer will- 
kürlichen Konstanten gleich seid, ein Integral des .Systemes 
jener simultanen Differentialgleichimgen. 

Nach den Sätzen ia Nr. 723 und 726 gilt dann femer der 
Sats II. TTmn die partielle Diff'erentialgleichung: 

'«" . .+ z.|5_o 

afOUt ist, dadurek, daß man für U ^iccessive n voneinander 
unabhängige Fmldionen 5^1, 5*^, ...9''„ evnsfiet, so ist jede 
andere Funktion U, wd<M derselben Gleichung genügt, not- 
wendig eine Funktion vm W^, ^j,...Vn. 
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§ 3. Singnlire Losungen eines Systeme« erster Ordnung. 

Wir haben jetzt die im § 3 des ersten Kapitels angeetellten 
Überlegongen aaf ein System zn übeitrsgeu, besohränkeo nns 
dabei aber auf den Fall eines Sjstemes von zwei Differential- 
gleicbongen mit zwei Unbekannten. Wir können dann die 
geometrifiche Anscbanong za Hilfe nehmen, während der 
analytische Gehalt onserer Betrachtungen eich in sehr selbst- 
veratändlicher nnd daher nicht weiter ansgefOhrter Weise aof 
beliebig viele Unbekannte flherträgt. 

728. Die DiBkriminantenflXolie. Oegeben sei das System 

'' \}(^,y,',!i\'')-0; 

f und g seien ganze rationale Funktionen von ^ und e', 
nnd analytische Funktionen von x, y, fs, die sich in der Um- 
gebung, in der sidi nnsere Betrachtungen bewegen, regulär 
verhalten. Wir deuten x,y, z fi\s rechtwinklige Koordinaten 
der Punkte des Eaumes, y und «' als die Richtungskoefßzienten 
einer durch den Punkt x, y, e gehenden Oeraden, deren 
Projektion auf die a:y-Ebene den Winkel arc tg y', deren 
Projektion auf die :c2-Ebene den Winkel arc tg z' mit der 
positiven Bichtong der a^-Achse bildet. Zu jedem der oo* 
Raumpunkte gehören dann oo' „Linienelemeute" (Nr. 659), im 
ganzen entihält also der Baum deren oo''. Aus ihnen sondert 
das System (1) oo* ans, zu jedem Kaumpunkte im allgemeinen 
eine endhche Anzahl. 

Das Existenztheorem (Nr. 722) versieht uns nun mit einer 
vollständigen Löenng: 

mit den beiden willkürlichen Eonstanten (y^, e^. Jedem 
Wertsystem der Konstanten entspricht eine Banmknrve, eine 
„partikulare Integralknrve". Es giebt oc' solche Integral- 
kurven. Das IntegrationBproblem besteht also darin, die 
do' Linienelemente des Systemes (1) zn einer zwei&chen 
unendhchen Schar von je oo* zusammenzufassen, die sich als 
Linienelemente einer Kurve aneinanderreihen. 
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Eine singulare Lösung heilst eine solche, die sieh aas den 
letzten Gleichnngen nicht durch Spezialisierimg der Till- 
kürlichen Konstanten erhalten läüst Ihr entspricht eine 
singatäre Integralknrre. Läi^ einer solchen mnTs — wie 
wir der Nr. 664 entsprechend sehlieisen — dos Existenztheorem 
versagen, also die Jacobische Determinante identisch Ter- 
schwinden (Kr. 732); es mnls also sein; 

Ans den beiden Gleichungen (1) und der Gtleichnng (S) laasen 
sich im allgemeinen y* und V eliminierea, so daTs eine Glei- 
chung zwischen x, y, x allein entsteht. Diese ergiebt geometrisch 
eine (reelle oder imagiiüre) Fläche, wir nennen sie die IXs- 
Jmminemienfläche. Man 'kann auch x, y, e aus (1) und (3) als 
FnnHionen von y' and / berechnen, dann erscheinen y' und «" 
als Parameter der DishriminantenMche. Von den Ausnahme- 
föllen, in denen (1) und (3) keine Fläche bestimmen, sehen 
wir hier ab. 

Da für eine singulare Lösung (3) identisch, für will- 
kürliches X, verschwindet, so liegen die singvlären IntegrcH- 
hurvea — leenn sie Überhawpt vorhanden sind — m der I}is~ 
himinmiienftäcke. 

Die Gleichungen (1) ordnen einem Punkt der Dis- 
kriminantenfläche im allgemeinen eine endliche ATig:aTiI vqd 
Fortschreitungsrichtungen (y", e') zu, so dals die Fläche mit 
oo' Linieuelementen des Systemes (1) besetzt wird. Diese 
brauchen aber keineswegs in die Tangentialebene der Fläche 
zu foUen Sollen nun Integralkurren auf der Fläche li^en, 
80 müssen längs einer solchen die Linienelemeute der Eorve — 
die durch die K!nrvenpunkte nebst ihren Tangenten gebildet 
werden — sämtlich dem Systeme (1) angehören. Differentiieren 
wir (analog zn Nr. 666) das System (1) nach x, so erhalten wir: 

A + M + f.^ + M' + fs'^'-o, 

9i + 9%y' + A^ + ?*«/' + A«" = 0; 
der Index i bedeutet die Ableitung nach dem t"" Argument. 
Da non nach (3): 

(ä) /■.».-to-o 
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ist, so folgt dorcli Slimio&tioQ ans dem Systeme (4), dafs für 
oBe Punkte einer sätgttlären IfOegralhave die beiden Gkidumgen: 

._ 1 (fi9^ - f^ffi) + (fiff* - h9,)y' + (/.?i - h9iy = 

^^ ItfiÄ - Ü9.) + (f.9, - n9,)y' + if,9, ~ hg,y = 

«efce« den 3 Gleickungen (1) und (3) ct^mIÖ sein müssen. Es 
lälst sich abo dorch bloise Eliminationen entscheiden, ob 
singnläre Integralknrven existieren, und sie können auch durch 
blol^ Eliminationen gefunden werden. 

720. Die Brennfl&olie. Wir gehen jetzt, indem wir die 
Betrachtangen der Nr. 668 tlbertn^en, ron dem Tollständigen 
Systeme der Integralknrven ans. Es seien: 

, I ^(x> y, ^> a,h) = ü 

*• ^ 1 ^(x, y, «, a, 6) = 

die Integralgleichungen des Systemes (1) der vorigen Nummer, 
a und b seien die willkürlichen Konstanten. Sie bestimmen 
eine Schar von oo* Kurven oder — wie man sagt — eine 



Man kann nun die oo^ Knrven dieser Kongruenz irgend- 
wie anordnen in eine ein&ch unendliche Schar von Flächen, 
deren jede oo' Kurven der Kongruenz zusammenfaüit. Wir 
fragen nach der FMche, weiche eine solche Schar einhüllt 
(Nr. 280). 

Eine Art der Anordnung erliält man z. B., wenn man 
sich 6 aus den beiden Gleichungen (2) eliminiert deakt, 
etwa aus der zweiten Gleichong y^O in die erste einsetzt. 
Es entsteht dann eine Gleichung zwischen x, y, z und a, die 
eine Schar von oo* Flächen mit dem Parameter a darstellt. 
Wir finden nach Nr. 280 die Einhüllende dieser Schar, wenn 
wir die erste Gleichung 3» =■ bei konstantem x, y, s nach a 
diSerentiieren und b als eine Funktion von a betrachten, die 
aus der aweiten Gleichung 5^ = zu bestimmen ist. Wir 
.erhalten so: 
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\mi durch Elimination von ^: 

Die drei ßleichnngen (3) und (6) ei^ben durch Elimi- 
nation TOD a und b die Gleichung der gesuchten einhüllenden 
Fläche. Man kann anch x, y, e sIe Funktionen Ton a und b 
aoB den drei Gleichungen herechnen und dann a nnd b als 
FUichenkoordinaten der Einhüllenden anf^sen. Ein bestimmteB 
Wertsyatem (a, b) bezeichnet dann diejenigen Ptmlrte der Ein- 
hüllendeb, welche sie mit der durch dasselbe Wertsystem 
charakterieierteu Kurve der Kongruenz (3) gemein hat. 

In aUgemeinster Weise wird man die Kurven der Kongruenz 
dadurch zu einer Schar von ao^ FUichen zusammenfassen, data 
man a nnd b als Funktionen zweier neuen Parameter a und ß 
darstellt und nun mit a und ß so verfährt, wie vorher mit 
a and 6. . 

Die Einhüllende bestimmt Bich dann analog aus dem 
Oleichnngssystem : 

(6a) * = 0, y=0, g-^-^^ = 0, 

nur muis man sich in ^ und W, a and ß statt a und b ein- 
geführt denken. Die linke Seite der letzten Gleichung ist aber 
die Funktionaldeterminante von und ^''in Bezug auf a und ß, 
wenn man x, y, aüa fest ansieht. Die linke Seite von (6) 
ist die Determinante derselben Funktionen in Bezug auf a und b. 
Beide unterscheiden sich daher nur um einen von Null ver- 
schiedenen Paktor (Nr. 725). Also ist die letzte Gleichung (6a) 
mit (6) identisch und mithin auch das System (6a) mit dem 
Systeme der Gleichungen (2) und (6), Hieraus folgt: 

Auf welche Weise mtin auch die Kurven der Kongraens 

zu einfach imen^ich vielen Flöteten susammeafassen mag, 

die Einhimende der FlächensiAa/r ist immer die nämliche 

Fläche. 

Sie ist daher fQr die Kongmenz charakteristisch und heifst 

die Brennftädte der Kongruenz. 

J^ach Nr. 281 berühren die FlSchen einer Schar die Ein- 
hüllende. Die gemeinsamen Berührungskurven nannten wir 
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die Charakteristiken der Fläclienscliar. HieranB folgt, dala ancli 
die Int^ralknrTen (2) die Brenn^clie berOlueii, diese erscheint 
also als die Einhüllende der Karren unserer Eongmenz. Die 
Charakteristiken sind aber im allgemeinen nicht Knrren der 
Eongraenz. 

Betrachtet man eine Flüchenschar ß >- const, so wird 
diese durch (2) definiert, wenn man statt a and b, a and ß 
einfilhrt. Die zugehörigen Charakteristiken erhalt man, wenn 
man za den CMeichangen (2) noch (6) hinzanimmt. Die 
Tangentenrichtang dx:äy:de ^ogs der Charakteristiken er- 
geben die 3 Qleiohimgen: 

^dx + g^ds + ^dl + ^da-O 

TSwc dann, wenn sich diese nicht nach dx, dy, dg aoflSsen 
lassffli oder, wenn man für alle 3 Differentiale deo Wert 
findet, so daTs das System die Tangentenrichtang nicht be- 
stimmt, wird die Giltigkeit unserer Sätze in Frage gesteUt. 
Die ÄuflSsung nach dx, dy, dz wird aber unmöghch, sobald 
die Determinante; 



(7) 



^' 



Jx' ~Sy' 1e 

dx 8X dX 
3« Sy TJ 



verschwindei 

Wir fragen jetzt nach der EmhiSlenden der Charakteristiken 
6=>con8t,, also nach der Bäc^cehrhurve unserer Flächenschar 
b ^ const. Nach Nr. 283 berührt diese im allgemeinen wieder 
die Charakteristiken. Um sie zu finden, müssen wir von einer 
bestimmten Charakteristik i zu einer benachbarten b + db 
übergehen und den Ort ihres Schnittpunktes beetimmen. Ist 
da das db entsprechende Differential, so folgt, dafs der Schnitt- 
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paukt den Öleichnngen (2), (6) und den folgraiden drei gentigen 

Eb ei^ebt eich also das System von vier Qleichnngen: 

(8) *=.0, W=0, ^:^=^:-^-^:-^ 

znr Bestimimmg der KflckkelukarTe. Da die letzten beiden 
Oleichnngen wieder ein Verschwinden Ton Fonktionaldeter- 
minanten bedenten, ist die Rflckkehrknrre anabhängig Ton 
der speziellen Wahl der F^chenschar, dnrch die man sie 
bestimmt. Wir wollen sie die Brennlinie der Kongruenz nennen. 
Yon einer Kurve (a, i) der Kongmenz kann man immer 
zu einer benachbarten (a + da, h + db) fibergehen, welche die 
erste trifft Die Koordinaten des Treffponktes (x, y, e) müssen 
nämlich den vier Oleichnngen: 

(9) «_0, W-0, |J<i» + f|Ä6_0, ^d» + ^iJ_0, 

also — wie die Elimination von j— ergiebt — den 3 Olei- 
chnngen (2) und (6) genfigen. Der Ort tfer S(^nit^atmkte ist 
also die Brennfläche. Das för ein Wertsyetem (a, b) eich 
ergebende Verhältnis j~ eelbet bestimmt die Richtnng der 
Tangente an die Integralknrre in dem Punkte (a, b). Diese 
ist gleichzeitig im allgemeinen Tangente an die Brennfläche, 
wie wir oben sahen. Es legen sich so an die co* Paukte der 
Bremifläche oo* Fortschreitnugsrichtungen ^-i welche die Tan- 
genten der berfihrenden Integralkurven and daher Linien- 
elemente des Systemes (1) bilden. 

Es fi-agt sich nun, ob man die Punkte der Bremische 
nicht derart zu Kurven zusammenfassen kann, dals die Linien- 
elemente derselben in die soeben definierten oo'Liuienelemente 
hiaeinfallen. Ist dies möglich, so sind die Kurven im all- 
gemeinen Integralkurven des Systemes (1) und zwar — soweit 
sie nicht zuiaUig selbst der Kongmenz (1) angehören — 
singtääre IniegraBairven. Denken wir uns aus den Oleichnngen 
(2) und (6), X, y, e als Funktionen von a und b berechnet 
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and in die beiden letzten Qleiclmngeu (9) eingesetzt, so ergeben 
gicii zwei Differentialgleicfaiingen in a and 6; dieee müseen 
einen gemeinBameoi Bestandteil Iiaben, weil weg^i X => die 
linken Seiten der beiden Differentialgleichnngen (9) sich nnr 
am einen Faktor onterBcheiden können. Setzt man diesen 
gemeinsamen Bestandteil gleich nall, 80 erhält man eine 
Differ entialgleichang : 

(W) «(<•'*' k)-" 

für unsere gesucbten Int^ralkairen. Wird diese iBasorisch, 
80 giebt es keine singulären Integralkarven der verlangten Art. 
Die Differentialgleichnng (10) bestimmt nan im allgemeinen 
eine Schar von oo' Karvea 

(11) !>-/•(«,«), 

sie zerlegt ansere Brennfiäche in eine Schar von oo* singulSren 
Integralkarven des Systemes (1). Der Parameter c ist die 
IntegratiomikonBtante. Hat die Differentialgleiobang (10) ibrer- 
seite wieder eine singulare Löstmg 6 = 9; (a), welche geometrisch 
alB Einhüllende der Kurvenschar (11) erscheint, bo giebt diese 
offenbar die Brennlinie miserer Kongruenz; denn die 00^ Karren 
(IX) bilden nur eine besondere Schar von Charakteristiken auf 
der Brennfläche. 

780. Einfache Beispiele. Wir wollen jetzt einige sehr 
einfache Beispiele behandeln, die die verschiedenen Möglich- 
keiten, die bei den singu^en Integralen vorkommen können, 
erläutern sollen. 

1. Das System: 
(1) f=y'»-l=0, 5 = g"-l = 

hat zu Integralkurven die Kongruenz: 

^^^ 3'=(Ä~h)»-3;*=0. 

Jedem Wertsyetem a, b der Konstanten entspricht abo eine 
Kurve vierter Ordnung, die in 4 durch einen Punkt gehende 
Gerade zerfällt Ihr gemeinsamer Funkt 

a; = 0, y =■ ö, s = b. 
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reprSeentiert also einen vierfadieii Punkt der Eurre. Dorch 
den Fnntt gehen z. B. die vier Qeraden 

y = ±x, S'=±x, 

die gegen alle Koordinatenachsen gleich geneigt sind. DenM 
man sich zn ihnen durch jeden Punkt der ye-Eheae 4 Parallele 
gezogen, so entsteht die £ongraenz. Die Brennfläche wird, da 

Z_4(s,-»K«-i.)-0, 
die mehrfach zählende y^-Ebene: 

3^ = 0. 

Die Kurven der Kongruenz berühren sie aber nicht, die 
Brennfläche ist -vielmehr fOr jene ein Ort singnlärer Punkte. 
Das System (1) besitzt also Überhaupt keine singulären Integrale, 
und dies bestätigen aach die Begebi der Nr. 728, wenn man 
sie direkt auf das System (1) anwendet. Es existiert- nicht 
einmal die Diskriminantenfläche. 

2. Das System: 

W /•-©■->-»• S'-i(»-')'O'+''-2"-0 
ei^ebt zur Bestimmung der Diskruniaantenflaehe: 

Die drei Gleichungen sind dann und nur dann gleichzeitig 
erfallt, wenn: 

s{B-2r) = 0, y'=±l, s'=0 

ist. Die Diskriminantenfläche ist also eine Fläche zweiter 
Ordnung, die in zwei zur a;j/-Ebene parallele Ebenen zerlallt. 
Die Linienelemente, die das System (1) den einzelnen Punkten 
■A^r DiskriminantenMche zuordnet, haben Fortschreitungs- 
richtnngen, welche — wegen «' = — selbst in die Diskrimi- 
nmtenfläche hineinfallen. Also zerlegt sich die Diskriminanten- 
fläche in eine Schar von 2-oo' singulären Int^^ralkurven: 

y=±« + & , y—±x-\-h 
* = 6 = 2r, 
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die aas allen Geraden der Fische besteht, die mit der x- and 
y- Achse gleiche Winkel einschlielsea. 

Das vollständige Integral Ton (1) wird: 



(2) 



!P = (a;-a)»-(j(-ft)»=0 



»F=(a:-«)»+(y- 



\*+{e-ry-r^=0. 



Die Kongroenz besteht also aas oo' £anrea 4^ Ordnong, deren 
jede in zwei Ereise zer&Ilt. Man erhält sie, wenn man jede 
der oo' Engeln, weldie die Ebenen « = und = 2r berühren, 
dnrch die zwei durch ihren Mittelpunkt gehenden Ebenen 
schneidet, die gegen die Ebenen x^O nnd y^O gleichgeneigt 
sind. Die BrennMehe der Eongmenz ergiebt sich aus 

X=8(a:-a)(t/-fc) = 
*^ e{e ~~ 2r) = 0. 

Sie ist also mit der Diskriminantenfiäche identisch. Diesmal 
berfihl^n die IntegraUmrren der Eongmenz die Bmmfläche. 
Es existiert zwar eine Schar von oo' BingnlSren Integral- 
knrren — die ans der Differentia^leichung gefdndene — , aber 
das Yer&hren der Nr. 739 kann sie nicht liefern, weil die 
Berübrangspnnkte nnserer Eongruenzknrren mit der Fläche 
Doppelpunkte der Kongmenzkorren, abo wieder eingäbe 
Funkte sind. In der That geht die Gtleichnng (10) ein&ch 
in = Über. Die Oleichnngen der Rückkehrknrve werden 
ebenfaUe = 0. Eine solche existiert überhaupt nicht. 

3. Wir betrachten drittens eine Kongruenz, deren Eigen- 
schaften wir aber nur geometrisch — unter Beiseitelassnng 
Fig.». der Vorkommnisse im Imagi- 

nären — studieren. Eine Engel 
mit dem Badius r und dem 
Mittelpunkte schneiden wir 

_g — 1 '^p dnrch eine „Äquatorebene" % 

In ihr schlagen wir am einrai 
Ereis mit dem Radius 2r. 
Von jedem Punkte P (Fig. 9) 
der Peripherie dieses Ereises 
legen wir dann den Tangentialkegel an die Eugel. Die 
Erzeagenden FM aller dieser Eegel bilden die Kongruenz, 
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die wir betrachteii. Ihre Karren aind also lauter Gferade. 
Man kann aich dasjenige System von Differentdalgleichmtgrai (1) 
aufgestellt denken, dessen Integralknrren jene Erzeagenden 
sind. Die Kegel, von denen wir eben sprachen, geben eine 
Art, die Karren der Koi^raeuz in eine Flächensohar zuBammen- 
za&SBen. Ihre Einh&llende ist die KageL Diese ist also die 
BrennMohe, die von den «imtlicben Eraengenden berührt nnd 
dadnreh zugleich mit einer Schar von oo' Linienelemraitrai des 
Systemes (1) an^estattet wird. Jeder Kegel berOhrt die Engel 
längs eines Yertikalkreises mit dem Kadiiui ä' dessen Ebene 
senkrecht anf der Achse OP des Kegels steht und die in der 
Figur zu dem Darchmesser MM' verkürzt erscheint. Diese 
Yertikalkreise sind die Charakteristiken der Kegelschar, sie sind 
keine Integralknrven. Ihre Einhüllende sind zwei Parallel- 
kreise MN and M'N', deren Ebenen in den Abständen ± ^ y'ä 
von der Äqnatorebene sich befinden. In der Figar sind nar 
ihre Darchmesser MN, M'N' wiedergegeben, in denen sie die 
Ebene der Zeichnung schneiden. Die beiden Kreise MN 
and M'N' bilden zusammen die Brennlinie der Koi^raenz, 
die Bückkehrkorve nnserer Fläohenschar. Man sieht, daTs die 
Iiinienelemente MP der Koi^raenz keineswegs tangential ziir 
Brennlinie sind, diese ist also keine Integralknrve. Dagegen 
kann man, anf der Kngel von Ponkt zn Pankt fortschreitend, 
eine Schar von oo* transcendenten Karven zeichnen, deren 
Linienelemente dem Systeme (1) ai^ehören. Aber nar den 
Punkten der Kugel, deren Abstand von der Äqnatorebene 
kleiner ist als -r Y^, entsprechen reelle Linienelemente, 
denen, deren Abstand grSliier ist, aber nicht. Also mnls eine 
singulare lutegralkurve, sobald sie einen Punkt der Brennlinie 
erreicht, dort endigen oder wieder umkehren. Im letzteren 
Falle ist sie also eine „Bückkehrkorve" im eigentlichsten Sinne 
des Wortes. Zugleich erhellt, daTs die Funkte der Brennlinie 
sii^uläre Punkte fdr die singnlären Integralkurven sind. 

4. Wir wollen schliefslich noch eine Ansartung des vorigen 
Beispiels behandeln, bei welcher der Badius des Kreises, auf 
welchem die Kegelspitzen P liegen, ins Unendliche rückt. Die 
Kegel werden dann zu Cylindem. Die Kongruenz besteht ans 
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allen TkngfflLten der Kugel, die der Äqnatorebene parallel sind. 
Die Cliarsbteristiken der Cylinder werden die Meridiane der 
Xngel, die Breunlinie artet aae in die beiden Pole, duroh die 
oo' horizontale Portecbreitnngsrichtungeu hindtircligehen, die 
gleichzeitig die Kngel berähren und dem Systeme (1) angebdren. 
Die Koordinaten der Pole werden also dos System .(1) bei 
willkSrlichem y*, / erfüllen, nnd zugleich können sie als 
partikulare and ' aU singulare ausgeartete Integralknrren auf- 
gefalJt werden. Die oo^ Integralknrven, zn welchen die 
cc^ Linieäelemente der Kagel eich zasammenreihen, werden 
die Parallelkreiee der KngeL 

Die Formeln, die im vorigen Beispiele ziemlich kompliziert 
sein würden, werden jetzt so einfach, dals wir sie direkt aas 
der Änschaanng ablesen können. 

Die Tangente im Kngelpnnkte (a, b, c) wird; 



wobei: 
Es folgt: 

zur Bestimmung der Brennfläche: 

x = a, y = 6, z = c. 
Die Differentialgleichungen: 

ei^eben als gemeinsamen Bestandteil die ao^ singuläreu Int^^- 
kurven s , .« .. 

also die Parallelkreise. 

Als singulare Integrale dürfen aufgefafst werden die Pole 

a = 0, fc = 0, r = ±c, 
für welche ^5^=0 bei beliebigem daidb erfüllt ist. Für sie 
ist gleichzeitig ^^ ^ ^Ma + ad b _ Q 

Sie sind also zugleich die Rückkehrkurren. 

Digimed bvGoOgIc 
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7S1. Das der Olairaatflohen Glelohnng analoge System, 
ti den beiden letzten Beispielen warea die Integralkiirven der 
Kongruenz lauter gerade Linien. Wir &agen jetzt allgemeia 
nach der Form nnd den Eigenschaften deijenigen Systeme von 
Differentialgleichongen, deren partikiilare Integrale sämtlich 
dnrch gerade Linien dargestellt werden. Haben wir uar eine 
Differentialgleichung erster Ordnnng, so entnehmen wir der 
Nr. 711, da& sie gerade die Clairantsche Form haben mala, 
wenn ihre IntegraJkarren gerade Linien sein sollen. Wir 
können also das von ans gesachte System als ein Analogen 
zur Glairant sehen Gleichnng auffassen. 

Wir denken uns die Gleichungen der Geraden nach y 
nnd e aufgelöst; dann ist die £ongraenz durch die Gleichungen 
gegeben: 

■ f = y — aa: + ^{a, 6) = 
^^^ 1 W^E -i}x+ ^(a, h) = 0; 

fp und ip sind gegebene Funktionen der Integrationskonstanten 
(a, b), die mau sich Torläufig als eindeutige analytische 
Funktionen vorstellen möge. Die Konstanten selbst geben die 
Richtungekoeffizienten : 

a^y, b^ü' 
der Geraden. Das zugehörige System der Differentialgleichungen: 

,, jf-?-«y'+9»(!/',«')-o 

™ Iff-, -«■ + *(!/, /)_0 

unterscheidet sich also nur durch die Buchstaben von dem der 
Integralgleichungen. Die DiskriminantenOäche wird durch 
Hinzunahme der Gleichnng: 

(3) h = f^g^ - figt^=a? - {«), + i;-») ic + iwi^i - g>,ii'i) = 

zn (1) definiert. Setzt man für j/ wieder a, für / wieder b, 
so wird aus h die Funktion X, aus der Gleichung (3) die 
Gleichnng (6). Daher ist die Diskrimmanienfiäche mit der 
Brennfiäche idaitisch. Da die Gleichung (3) quadratisch in x 
ist, liegen auf einem Stmhl (a, b) im allgemeinen staei Punkte 
(a, b, x) der Brennääche. Diese besteht also aus zwei Mänteln, 
nnd die Geraden der Kongruenz sind DoppeÜangenien. Da 
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eine gerade Linie keine aingnlären Ponkte hat, berühren die 
Geraden die Brennfläche, die Linienelemente des Systemea (1) 
sind daher tangential zur Biskriminanten&lche. Existiert diese, 
so giflht es also anch immer singnlSre Löeni^^en. In der That 
findet man, daTs die Bedingongen (5) der Nr. 738 identisch 
für alle Punkte der Fläche erfüllt sind. Femer wird: 

||do + ^dh - tjdo + (-x + i>,)db = 0. 
Hierans ergiebt sich zunächst x: 

als lineare Funktion von ^- Einem Punkte (a, h, x) der 
Brennfläohe entspricht also im allgemeinen auch nur 1 Wert 
TOn ^> durch ihn geht also auch nur eine singulare Integral- 
knrve hindurch. Trotzdem ei^ebt sich, wenn man den Wert 
von X aas der letzten Grleichnng in (3) einsetzt, eine quadratische 
Gleichung für 3-: 

(10a) ysd&»+ (9), — %)dadb — i>^da*= 0. 

Dies ist die gesuchte Differentialgleichung (10). Sie ^J^t sich 
noch ein&cher schreiben in der Form: 

(1») f,-U- 

Diese Gleichung drückt — wie wir oben sahen — zugleich 
die Bedingung ans, dafs zwei benachbarte Strahlen (a, b) und 
(a + da, b + db) sich schneiden. J)a sie quadratisch ist in -r-i 
so gehören zu einem Strahl (a, b) im allgemeinen immer neei 
solche Nachborstrahten, also auch zwei durch (a, b) gehende 
Ebenen, die beide — wie wir gleich sehen werden — die 
Brennfiäche herflhren. Da aber x lineu' in j~ ist, so mnTs 
die eine Ton ihnen in dem einen, die andere in dem anderen 
Berührongspunkte (a, b, x) des Strahles (a, b) die Brennfiäche 
berühren. Längs den 00^ Integralkurren von (10) ordnen sich 
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die Strahlen zn einer Schar von co^ abwickelbarea Flächen 
znsammeD, deren Bfickkehrkurren eben diese Integralknrren 
sind und die unsere Brennflaclie einhüllen. Die eben bebrachteten 
Ebenen sind die Taugeutialebeuen dieser abwickelbaren Flächen 
nnd berühren daher — wie behauptet — auch die Brennfläche. 
Betrachten wir aber die oo* abwickelbaren Flächen — 
oder irgend oo' andere F^hen der Kongruenz — als die 
Fläohenachar, Ton der wir auBgehen, so wird deren B,ückke1ir' 
kurve — aUo die Brennlinie der Eoi^raenz — durch Null- 
setzen der Determinante (7) in Nr. 729 erhalten. So entsteht 
die Gleichung: 

(7) ,-^*i^o. 

Diese drückt aus, dafs die Qleichong: 

(6) X=x^ — (y, + iZ-g)« 4- (y, ^, - y,f ,) = 

^iehe Wurzeln hat. Eliminiert man x aus (6) und (7), so 

wird 

(8) (9>j + tj)* - 4(^,1/., - <p^ti) = 

die Öleichong der Brennlinie in den Koordinaten a nnd i. 

Vergleicht man (8) mit der Differentia^leichung (10a), 
so erkennt man, daCs die Brennlinie der Koi^^enz die 
Diskriminantenknrre dieser Differentialglelchnng ist. 

782. Die Normalen einer Fläohe, Wir betrachten jetzt 
den besonderen Fall, dafs die Gieraden unserer Kongruenz die 
cxj* Normalen einer Fläche ß sind. Alsdann wird dieser eine 
ganz bestimmte ,,Brennfläche" zageordnet, welche die Normalen 
einhallen und die die Evolutenfiäche von Sl heilst 

Seien a, h, c die rechtwinkhgen Koordinaten der Fläche A 

und f ,-, 

c =• fp(fl, b) 

ihre Gleichung; x, y, e seien die rechtwinkligen Koordinaten 
der Punkte ihrer Normalen. Alsdann wird die Koi^menz: 

^ ^ P 9 -1 

Dabei bedeuten p nnd q die partiellen Ableitungen Ton 
c = q)(a, 6) 
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nach a nnd &, analog werden wir die zweiten Ableitongen tou 9) 
nachlier mit r, b, t in der bekannten Bedhenfolge bezeichnen. 
Will man das zur Eongmenz (3) gehörige System (1) der 
Differentialgleiohnngan habm, bo hat man die Gleichongen (2) 
nach X ZQ differentiieren und aoa diesen 2 Gleichungen and 
den Gleichnngen (2) selbst die beiden Eonsbuiten a, b za 
elintinieren. 

Wir wollen die Pnntte {x, y, «) einer Normalen doroh 
einen Parameter i{ bestimmen, der die Entfemnng derselben 
von dem Punkte (a, h, e) der Fföche ü bezeichnet, in welchem 
die Nonnale errichtet ist. Dabei geben wir it das positive 
Zeichen aof der pOBitären Seite der I^he ß, das negative 
anf der anderen (Nr. 304). Da die Cosinus der Winkel, welche 
_ die Normale mit den Achsen bildet, durch die in Nr. 304, p. 416, 
berechneten Ausdraohe gegeben werden, so werden dann 






Vi +*'+«■ 

die Gleichungen der Normalen. Das Vorzeichen der Quadrat- 
wurzel ist dabei positiv zn nehmen. Durch Elimination von S, 
kommt man wieder aof die Gleichungen (2). Aus ihnen erhält 
man in bekannter Weise durch partielle Differentiation nach 
o and fe die Gleichung (6), X = 0, der Nr. 729. Sie wird, 
wie die Nr. 731 lehrt, vom zweiten Grade. Führt man in sie 
mit Hilfe der ersten Gleichung (2a) wieder den Parameter B 
ein, 80 entsteht eine quadratische Gleichoi^ fOr S.. Dnrch 
Division kann man den Koeffizienten von Ji^ zu 1 machen, 
dann werden aber die Koeffizienten der ersten Potenz von JI 
nnd das von R freie Glied gerade den Ausdrücken gleich, die 
wir in den Gleichungen (9) der Nr. 315 für — (B^ + iJj) und 
.G, nnd i^ gefunden hatten. Also wird die Gleichung der 
EvolatenMche einlach: 

oder: W- («, + B,)E + Ji.ü,-0 

(6) (E-Ji,)(ii-Ji,)-0; 

£, nnd ijj bedeuteten die HanptkrümmnngsradiNi im Punkte 
(a, V) der Fläche £1. Das heilst aber: 
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Die Evolutenftäche der NotTndlen muir Flä^ Sl wirä 
durt^ die En^tunkle der Saupäermanut^sradim der 
Fläehe Sl g^Üdä, 

Um die cc^ singolären Intflgralkurren des die Normslen 
charakterisierenden DifferentiaJgleichimgssystemea zu finden, 
muls man auf der gegebenen Fläche Sl so vorwärta gehen, 
dafs zwei benachbarte Kormalen sich schneiden (Nr. 729); 
d. h. man mufa die Normalen längs der KrümmttngsUnien der 
Fläche Sl verfolgen (Nr. 320). In der That lehrt auch die 
direkte Ansrechnong, dalÄ die Differential^eichtmg (10a) der 
TOrigen Nnmmer genan in die in Nr. 320, Gleichnng (6), aof- 
gestellte Dififerentia^leichnng der ErllmmangBlinien übergeht. 

Die Brennlinie wird endlich durch die Bedingung charak- 
terisiert, dals die quadratische Qleichnng (6) gleiche Wurzeln 
hat, wie dies in der Torigen Nnmmer ausgeführt wurde. In 
den entsprechenden Funkten der Fläche Si werden also die 
HaaptkrflmmungBradien einander ^eioh. Nehmen wir nun an, 
die Fliehe Sl erfOlle alle in den Nummern 304 ff. an sie 
gestellten Anforderungen and biete nicht etwa einen von den 
in Nr. 313 behandelten Ausnahmefällen, so folgt aus der älei- 
chnng (10) der Nr. 317, da& der Punkt (o, 6) ein Nabelpunkt 
ist. Wir sehen also: 

Die PtmMe der Brennlinie enfcprecÄ«» den Nahd- 
pKfJden der Fläche H. 

Im allgemeinen wird also, soweit man sich auf reguläre 
YbX\b beschränkt, die Brennlinie hier nur aus einzelnen 
Punkten bestehen. 

% 4. Differentlalglelcliaiigen höherer Ordnnng. 

738, ZoTÜokfülirung auf ein System erster Ordnung. 
Ist eine Differentialgleichung von ii^end welcher Ordnung oder 
ein System von solchen Qleicbnugen gegeben, so kann man 
dafür stets ein System Ton DifferentiälgleichuDgen erster 
Ordnung substituieren, indem man neue Yariabele einführt 
nnd die Zahl der Gleichungen vermehrt, wie wir schon in 
Nr. 77 angedeutet haben. Denn wenn man mit x die un- 
abhängige Yariabele bezeichnet, mit y eine der ablü 
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qnd mit m die bocliBte Ordnung der Ableitungen von y, welche 
in der gegebenen Gleichung oder dem gegebenen Systeme vor- 
konmien, ao hat man 

dx ^' dx * ' dx ' 

zn setzen. Diese Gtleichongen verbindet man mit den gegebenen, 
indem man in diesen 

</, y',---y'— », »<"-», '^s^ 

an Stelle von 

dx dx* dx"*-* dx^~'- da:" 
setzt. 

Desgleichen hat man, wenn n die höchste Ordnung unter 
den Ableitungen einer anderen Variabelen s in dem Systeme 
bezeichnet, die nenen äleichnugen: 

dx ' dx* ' dx 

einzufahren, nachdem man 

. j, i. i> ■^■«*"~" 



dx dx* die""* dai" 
gesetzt hat. 

Fährt maa. so fort, so erhält man ein System, welches 
dem gegebenen äquivalent ist, und in welchem keine Oleichung 
von höherer als der ersten Ordnung ist. 

Ist Z.B, nur et«« Differentialgleichung »'"'Ordnung gegeben: 
(1) r(x,y,y;--y»l)-0, 

SO wird diese durch die Substitution 

auf das simultane System erster Ordnung zurückgeführt: 



(3) 



Dieses System ist der Oleichmig (1) ToUständig äquivalent. 
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784. Die Integration einer Difterentlalglelohang hQlieTer 
Ordnimg. In dem simiiltanen Systeme (S) der Torigen Nummer 
list die FunktioiialdetermmaDte der F in Bezog auf die y* den 
^^^' d{F,F^,.y.F„) _ dF 

Es Bei nun F eine analytiaclie Funktion ilirer Alimente and 
(4) X — Xa, yi = V ys — fti, ..., i/,= 6„_i 

eine Stelle, in deren ümgebnng sie sich regulär verhält tmd 
Sit die ^-T- nicht Terechwindet Alsdann giebt es, nach dem 
Existenztheorem der Nr. 722, » Funktionen 



(6) 

yn=9'„(a:, 6i,i &ij •■■6b— i)i 
die sich in der Umgebmig Ton x = Xf^ regulär verhalten, fUr 
welche die y die durch (4) bezeichneten „willkllrlichen Anfangs- 
werte" annehmen tmd die eine roIlBi»ndige Lösung des 
Systemes (3) darstellen. Hieraas folgt, dals die Differential- 
gleichmig 

m J'Ca., ,,!/,... !,(.)) -0 

durch eine reguläre analytische Funktion 
(5a) y=yi(a;, %, &,,...6„_i) 

befriedigt wird, solange F selbst regulär und — j-. von null 
Terschiedeu ist. Die Gleichui^ (5a) nennen wir eine voVr 
ständige Lösmtg der Differentialgleichung (1), weil sie » will- 
kürliche Konstante enthält; h ist der „Anfangawert", d^i die 
i^ Ableitung von y an der Stelle Xq annimmt. Die Anfangs- 
werte von , 

können also, abgesehen von den Beschränkungen des Existenz- 
theorems, willhärlich vorgeschrieben werden. 

Hat man irgend eine Gleidiung zwischen x, y und » 
willkürlichen BÜcnstanten C^, C^,...C^'. 

fix, y, Ct, C3,...G.) — 0, . 
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Bo nennt man aie ein JntegnU von (1), Trenn die ans ihr und 
dnrcli Differentiation bereohneten Werte Ton 

die Differentialgleiclttuig (1) idantisch fBr beliebige Werte von 

erfflllen. Man si^, (p = ist ein vcUstimdiges Integral, wram 
die Anzahl der willkürlichen Eonetant^i in ihr wirklich » ist 
nnd sich nicht anf weniger als » reduziert. 
Sei allgemeiner: 

9.(3!, y, y',...yi-)) = 

eine dleichiuig, in welcher m < n ist. Wir sagen, sie erft^ 
nnaere Differentialgleichnng oder ist ein Integral von ihr, wenn 
die ans ihr und den abgeleiteten Gleichangen: 

^_0, ^-0,... ^^^^I^-o 

berechneten Werte von 

yfo.)^ yt-'+i), . . . y<") 

die öleichnng (1) identisch ftir willkürliche Werte 

x, y, y", ...yt-"-« 

befriedigen. Ist »i > 0, bo nennen wir das Integral ein inter' 
mediäres und, genauer, ein int&'Tnediares Intt^ral m*"^ Ordnung 
oder auch ein « — m*" Integral von (1). Die Existenz solcher 
Integrale ist leitet einzusehen, man erkennt dabei, dals das 
allgemeine intermediäre Integral t»**' Ordnung von » — ffi w3l- 
MrUchen Konstanten abhängt ^ der That, das unserer Diffe- 
rentialgleichung (1) äquivalente System (3) der vorigen Nummer 
wird durch die vollstÄndige Lösung (5) identisch be&iedigt. 
Schon in ^r. 723 Iwben wir darauf au&nerksam gemacht, dals 
die öleichungen (5) sich nach den willkürlichoi Konstanten 
auflösen lassen. Die Determinante: 
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56^ ^ ' 



3 9« ^9« 
5^* ^' " 






ist, ia der Umgebung der betrachtete]! Stelle, von nnll Ter- 
schieden, und ihre einzelnen SIementa Terb&Iten sich in dieser 
r^ti^. 

Wir betrachten eine ÜnteTdeterminaute von der Form: 



wo «>r^»» ist Für yi,-..y«+i gelten in der Umgebung 
der Stelle a; —> a^ die BeiheseDtwic^elimgeD: 



Si = h+\- 



y»- »1 



j^iz^r^ 



■+br-' 



-*- ^'''»(B.-i)! ^ +"'■ (r-l)! ^ 



Hieraus folgt fElr Dr die Beibenentwickeinng: 



i.fczfiri".. 

"' (r-«)l ^ 



Br- 






wo die PmijEie höhere Potenzen Toa x — x,, bedeaten. Hieraoa 
folgt, dab Dr, wenn r>m ist, in der ümgebimg der Stelle 
x^Xf, nicht ideutieoh für alle Werte Terschwindet und, dafe 
J)m sogar an der Stelle x = X(, eelbat von Temchieden, 
nämlich gleich 1 igt. Sbeneo ist die Determinante 
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ftlr x = x^ gleich 1 (b. q.), also anch in der ümgebimg dieser 
Stelle nicht nall. Wir köimen daher die erste bis m** Öleichnng 
des Systemes (5) nach b„, b^, ...i^—i auflösen und die er- 
haltenen Anedrücke in die m + 1'" Gleichung (6) einsetzen. Es 
entsteht so eine Gleichung zwischen yi,---ym+i) t>m, ■ ■ ■ f>n—i- 



(6) 



*C«, Vi, yi,--tf«+t; 6m, . . . 6«-i) = 0. 



Diese enthält unn sicher y„+i. Wäre sie von ym+i frei, so 
^'^"'^'^Vi '-'ff™ luchtmunablüaigige Funktionen von bg, bf-b^-i. 
Ss mü&te also ihre Determinante: ■ 



W^ 



..6„. 



identisch in x verschwüiden. Diese hat aber tüi x = x^ den 
Wert I ebenso me die Determinante Dm, aus der sie durch 
YertauBchnug von m mit m — 1 hervorgeht 

Die Gleichung (6) ist aber auch von keinem der br frei- 
Enthielte sie by nicht, so wäre die Determinante JDr fDi* alle x 
in der Umgebung von x^ identisch null, was auch ans- 
geächloBsen ist. 

Ebensowenig , kann ep gea.eh^en, d^ .die i^oiiBtanten 
in (6) nur in weniger als n — m Verbindungen vorkommen, 
80 daß die Gleichung in Wahrheit nur weniger als « — m will- 
kürliche Eonstante enthielte, wie dies z. B. der Fall wäre, 
wenn alle b in ihr nur in der Verbindung 



6m +6 



i + -- + 6n- 



erechienen, die nur als eine einzige Konstante zählte. Es 
genügt, um dies einzusehen, diese Verbindungen selbst an 
Stelle einer entsprechenden Zahl von b's als neue Variabele 
einzuführen und die eben gemachten Schlässe auf die so neu 
eingeführten willkürlichen Konstanten zu übertn^en. Wir 
daher die erhaltene Gleichung (6) das vollständige 
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intermedTäre Integral m**' Ordnimg und erkennen, wenn wir 

"'^" v,-y. y,-</,-y.-</--" 

Bellen: 

Jede DifferenHcUgleichmtg «*" Ordnimg, die den Voraus- 
setBungen des Existemtheorems genügt, besitzt ein voHständigea 
mtermedifäres Integral von jeder Ordnung m eicischen und 
n — 1. Ein sdches ist dadurch charaMerisiert, da[s es eine 
Differeniialgleickwng genau m'*' (k-dnung 

^(x, y, ¥',-■• y'"'>, &«,..- ft—i) = 
mit n — m wesenUichen Konstante» bm, ... K-t darstellt, wache 
die gegebene XHffereniialgleichung für mUkürliche Werte dieser 
Konstante» erfäUt. 

Ii^^d eine LÖBung, welche aus einer voUfltändigen Loanng 
durch Spezinlieienrng der willkürlichen Konstanten hervorgeht, 
hei&t eine parHktäare. Ist dies nicht der Fall, so heilst sie 
eine singvläre. In demselben Sinne spricht man von partikniaren 
nnd singnlären Integralen. Für die singolären Lösni^^ mnls 
das Ezistenztheorem vers^en, also — soweit die Funktionen 
r^ruMi bleiben — 

identisch in x verschwinden. 

7S6. SingnULre LiSmngen. Den Betrachhmgen des § 3 
entsprechend, beschränken wir nns bei den singnlären LÖBtmgen 
von Differentialgleichungen höherer Ordnni^ auf diejenigen 
zweiter Ordnung. Dabei können wir uns sehr kurz fassen; 
denn es handelt sich nur um die Anwendung des § 3 auf ein 
spezielles System. Der Differentialgleichung 2*" Ordnung: 
(1*) F{x,y,y,y-') = 

ist lülmlich äquivalent das System: 
,,, U(x,y,.,^,i)-F(!t,y,^,i)-0 

W Ufej,, .,)/,»■)_ y'-^.-O. 

Die Gleichung (3) der Nr. 728 reduziert sieh — wie wir 
auch bereits aus dem Yorhergehenden schlielseu können — auf: 



;.) 



8»"" 
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Sie hst mit (Is) znsanunengeaommeii im aUgemeiueu eine 
öleichnng zwiBchen x, y, if zur Folge, 
Slix,y,,f)~Q, 
die BUB der Gleichung der DiBkriminantenfl&cbe entsteht, yrtam. 
man « durch j/* ersetzt Oeometrisch bedeatet diese Gleichung, 
dals BUB den so' Linienelementen {x, y, j/) der ir^-Ebene eine 
Schar von oo* Linienelementen herati^;ehoben wird, die Bich 
dorch Projektion der oo* Lioienelemente des Systemee (1) 
eigehen, mit den^i die DiskriminanteofUiche besetzt ist. 

Die Bedingungen fElr die Sxistenz singnlarer LöBOiurai 
des Systemes (1), (vei^L die Gleichmigen (5) der Nr. 728), 
reduzieren sich anf die eine: 

Sie drfickt die Forderung auB, dofs die Schar von oo* Linien- 
elementen -, l\ n 
Slix, y, y) = 

ein im allgemeinen singo^ires erstes Integral darstellt. Sie 
bestimmt jedoch nur dami ^', wenn nicht ^-7 aach noch ver- 
Bchwindet. Ist dies der Fall, so mols m&n noch weiter diffe- 
rentiieren, um die Bedingung dafOr zn erhalten, dafs y" der 
Gleichung (la) genügt, also dafOr, dals J2 = ein Integral 
Ton (la) ist 

Sei 
(2a) ^{x, y, o, &) = 

ein Tollstiindiges Int^ral ron (la). Dann wird die Tollstilndige 
Lösung von (1) durch die Gleichungen 
= ä'(«, y, a, 6) = 

gegeben. Diese speiüelle Form erhalten also die allgemeinen 
Gleichungen (2) der Nr. 739 in unserem Falle. 

Sei nun _, v ,, 

Sl(x, y, «) = 

die Brennfläche der Kongruenz, welche die Int^ralkurven des 
Systemes (1) definieren. Wird sie von den Integralkurren (2) 
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wirklich berflhrt, and stellt sie nicht einen Ort singu^rer 
Punkte fOr diese dar, so „erftÜlt" die Gleiobting 

ß(«, y, 1/*) - 

unsere Differentialgleichung (la) in dem früher definierten 
Sinne, sie ist ein erstes Integral von ihr. 

Einer Fläche, welche oo^ bitegraUnurm des Systemes (1) 
znsammenfaTst, entspricht hei dex Differentialgleichung (la) 
ein partikulares erstes Integral. Die Gleichm^ 

ß(«- y- «/) = 0, 
die wir eben abgeleitet haben, definiert also die EinhOllende 
einer Schar von oo* partikularen ersten Integralen Ton (1 a). 
Dabei folgt ans der TSt. 739, dab wir jedesmal zn demselben 
singolären Integrale St='ö kommen, ganz gleichgiltig, welche 
ein&ch onendhche Schar von ersten Int^ralen wir zu seinw 
Beetimmiing benutzt haben. 

Die Gleichung £1 = ist selbst wieder eine Differential- 
gleicbung erster Ordnung. Jede parühdare Lösung von ihr 
ist auch eine Lösung der ursprünglichen Dififerentialglei- 
chong (la); denn da sie — wie wir annehmen — (la) erfüllt, 
so befriedigen die aus: 

berechneten Werte y* und t/" die Gleichung (la) identisch fOr 
beliebige x, y. Dieser Schluls versagt aber für die singaUire 
Lösung Ton ü » 0, wenn eine solche vorhanden ist. Denn 
iür eine solche verschwindet ^ ebenso wie 

da. , da , 
J^ + JV^ 

nach Kr. 666 Vlaga der ganzen Kurve, man kann also t/' gur 
nicht aus der eben hingeschriebenen Gleichung berechnen. 
Die singulare Lösung eines singolären Integrals braucht also 
keine Lösung der orsprOnf^chen Differentialgleichung zu sein. 
Wir erläutern dies durch ein Beispiel 
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786. Ein Beispiel von Iisgrange, Wir behandeln die 
Qleichimg: 

(1) «p = y — ax* —hx~ 4a' — 6' -= 0, 

welche Lagrange in seinen Legons sv/r le calctd des foncHons 
betrachtet hat; a nnd h sind zwei willkürliche KooBtanten. 
Ana derselben folgt: 

(2) ^-2a»-l_0. 
Die Elimination tou b ei^ebt: 

(3) [(W+'U - »] - » (^-S + »*) + ^«-a + -■)-». 
nnd die Elimination von a; 

Femer liefert die Gleichnng (2): 



(5) 
also 



a dx* 



Ti^t man diesen Wert von a in die Gleicbm^; (3) ein, so 
wird: 

Die Qleichmig (6) ist eine DifFerentialgleichm^; zweiter 
Ordnnng. Die Gleichungen (3) und (4) sind ihre ersten 
Integrale, die Gleichtmg (1) ihr vollständiges. Drückt man 
die Bedingung aus, dafs die Wurzeln a der Gleichung (3) 
oder die Wnrzeln b der Gleichung (4) gleich werden, so findet 
man das singu^e Integral der Gleichung (6), nämlich: 

(') «-(fl)'+(- + ?)g-(l+»')!'-S-<'- 

Will man diese Gleichung (7) aus der Differentialglei- 
chung (6) gewinnen, so hat man diese letztere zu differeDtiiereu; 
man erl^t: 
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Setzt man den Koeffizienten von jX gleich null, 90 folgt: 
(8) Cl+'')g--Ä-?-»^ 



(6) und (8) die Oleichnng (7), welche vir Tenuittelst der 
ersten Integrale bestimmt halieii. 

Löst man die Gleichung (7) nach ^ auf, so findet man: 



dy aat + a:' Vl + at'VlBy + 4a:' + a:* 



_ - + 
wae man auch schreiben kann: 

8g + 4. + ... 



Der erste Teil der linken Seite ist die Ableitung von 

während der zweite Teil 
die Ableitong von 

xyi + x* + 1 {x +-f/TT«*) 

ist. AJso erMlt man das aingn^e erste Integral (7) durch 
Differentiation der äleichnng: 

(9) l/l6y + ^a^-\-3i'-xyX-\-si?-l(x-\-yX + 3?)=H, 
wobei H eine willkürliche Konstante bezeichnet, d, h. die 
Gleichnng (9) ist das vollständige Integral dieser singn^ren 
Lösung. 

Für irgend einen Wert der Konstanten H stellt die Glei- 
chung (9) zugleich ein Integral der Differentialgleichang (6) 
dar. Aofserdem hat aber die intermeduj^ Gleichung (7) noch 
das singulare Integral: 

16y + 4a:» + ;r*=0, also y - - ^ - g. 

Dieser Wert von y be&iedigt zwar die Gleichung (7), 
aber nicht die Gleichung (1). 
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787. Kine bMondsre THimb von DUI«rentia]cl«iohitiigen. 

Zum SdilatiBe dieses Kapitels will ich aar aocli einige 
samnuuisdte Bemerkaagea üb«r eine Elaase Ton Differeatial- 
{^eichongen beliebig liolier Ordnoag ani^lueii, wdohe zoerst 
von Lagrange beliaadelt wordeo aind tmd deren Theorie ao»- 
fOhrlioh in einer Abhaodlong im 18. Bande des Joamal de 
Maih^maMqves pwres et appUguees von mir entwickelt worden ist. 
Es seien x, y zwei Yariabele, y*, y", ... die saccessiTea 
Äbleitongen Ton y, a und ß zwei willkürliche KonstanteiL 
Weon die beiden äleichnngen: 

. |v(«. y> y', ■•■y*"0-«- 

zwei erste Integrale derselben Differentialgleichnng V=^ sind 
and aas denselben dorch Elimination Ton y^"> eine Gleichong: 

(2) f{',y,<f,-!^'-»,«,ß)-o 

folgt, SO ist diese letzte ein zweites Integral der Gleichong 
V=0. Die nämliche Gleichong (3) ist ann ein erstes Integral 
der Oleidinng: 

(3) F(y, v.)-0, 

wobei F eine beliebige Sanktion bezeichnet, wenn man in 
jener cc nnd ß als Konstante betrachtet, die untereinander 
dorch die Gleiehnng; 

(4) F(<',P)-0 

Terbondeu sind. Denn wenn man die Qleichong (3) and die 
aas derselben dorch Differentiation abgeleitete nach a nnd ß 
ooflöst, so findet man nach onserer Annahme 

nnd weil man Toraussetzt, dals a nnd ß dorch die Gleit^nng (4) 
Terbonden sind, so ist klar, dals die Gleichong (3) befriedigt ist. 
Um non das singo^e Integral der Gleichong (3) zo er- 
halten, kaim man ihr erstes Integral (2) anwenden. Setzen 
wir ToraoB, da& dieses Integral aof Boldi eine Form gebracht 
ist, dafe die Ableitung - ,J_^. nicht unendlich werden kann, 
80 genügt es, die Gleichung (2) nach der willkürlichen Eon- 
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stauten a zu differentüeren, indem man dabei ß als Fnnktion 
Ton a ansieht; alsdann folgt: 

Andererseits ergiebt die ßleichnng (4): 

dFj , 8F,. „ 
^da + ^dß^O, 

and hieraus folgt durch Elimination von -^i 

Diese ä^leichnng ist das gesuchte singnläre Integral. 

Wir empfehlen dem Leser, sich diese Entwiokelnngen fOr 
den Fall « = 1 auf Grand der in Nr. 735 gegebenen Ans- 
einandersetzungen anch geometrisch klar za machen. 

788. Erstes BeispleL Es s<^ eine ebate Kurve hestimmt 
v>erden, wm,n die Kurve ihrer J^iimtnungsmitielpimkte, ihre 
Evolute, gegä)en ist. 

Bezeichnet man mit X, y die Koordinaten der gesachten 
Knrve, mit of, )S die der Erümmongsmitteipankte, so ist (Nr. 198): 



iM^^ . „ •+©' 



(1) 

Ist ulio 




(2) -F(«, «-0 


die Öleichnng der gegebenen Karre, so ist die Differwtial- 
gleidini^ des Problemes: 


(S) I 


' d-y dx y 1 i'jr 

da:' rfa:' - 


-Ol 



sie ist Ton der zweiten Ordnung. Betrachtet man aber a and ß 
als willkürliche Eonstanten, so sind die ßleichongen (1) zwei 
ente Integrale der mmlichen Gleichnng dritter Ordnung: 

» (i+as+3a(g)=o. 

D„ii„.db,Go(5glc 
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Maa hat hier ako den im Torigen Paragraphen behandelten 
L Elimii 
erhält man: 



FalL Eliminiert man j\ zwischen den Oleiehm^^ (1), so 



(6) (a-x) + (ß^y) 



dy_ 



nnd diese Gleichong ist ein erstes Integral der Qleichnng (5), 
wenn a nnd ß zwei Konstanten sind, die miteinander durch 
die &Ieichang (2) verbanden sind. Die linke Seite der Olei- 
chong (5) ist bis aof einen konstanten Faktor die Ähleitang Ton 

(■.-«)'+(^^!,)'i 
bezeichnet man also mit ü eine nene willkürliche Konstante, 
so ist das vollständige lut^p«! der Oleichnng (3): 

(l-«)'+(!,-«'-ü'. 

K und ß sind durch die Cfleichting (2) verbanden. Die voll- 
ständige Lösung des voi^elegten Problemes ist also gegeben 
durch einen Kreis mit willkürlichem Badius, dessen Mittel- 
punkt ein willkfirhcher Pnnkt der gegebenen Kurve ist. Im 
Sinne der Geometrie aber ist dieses nicht die eigentliche 
Lösung, vielmehr ist diese nichts anderes als das singo^re 
Integral der Oleichnng (3). um dieses zn erhalten, muXs man 
die Gleichtue; (6) di£Ferentiieren, indem man a nnd ^ als die 
einzigen Variabelen betrachtet. Dies ei^ebt: 

C) Kn + i-»- 

Der Quotient ~ m-ah aus der Gleichung (1) berechnet 
werden. Diese Gleichung (6), welche nur von der ersten 
Ordnung ist, moJs man ansetzen, wenn man die Evolventen 
der gegebeneu Kurve bestimmen will. 

739. Zweitea BeispleL Es soUen die Krummtmgshwven 
einm' Fläche zweiter Ordnung mit Mittelpunkt gründen werden. 

Die Gleichung der gegebenen Fütohe sei: 

(1) T + T^ + -A-l- 
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Die Differeutialgleichnng der Projektionen der ErtlmnIaI^^- 
knrven auf die «^-Ebene wird dann, wenn man dy — i/dx 
Befczt (Nr. 339): 

(2) $(^-f)-^;(y'--y/)-i'=o, 

oder: 

(3) a-ß-b'^0, 
indem man 

« 'i-i'^-y)-'' ;-^!(»'-^W) = ? 

einfahrt. Betrachtet man nnn a nnd ß als willkürliche Kon- 
stanten, so ei^eben diese beidai Gleichungen tlhereinstimmemd 
durch Differentiation: 

xt/y"—yi/+xy''=0; 
sie sind also die zwei ersten Integrale dieser Differential- 
gleichung, and fo^lich kann man auf die Gleichnng (2) das 
Theorem der Nr. 737 anwenden. Ehminiert man y* zwischen 
den Gleichungen (4), so folgt: 

c' 5» , c'-b' !^ _ 1 , 

„' a "^f'-6' p ^' 

da a und ß dnroh die Gleichnng (3) verbunden sind, so setzen 

wir a = n*, ß = /(• — &*, und die Gleichung der Projektionen 

der KrAmmangskurren wird schliefslich: 

(K\ £!5l j. (g'-^')y' _ 1 

wobei fL* die willkürUche Konstante ist. 

Da diese Gleichnng in Bezng auf q nnd (t symmetrisch 
ist, so stellt sie auch, wenn man p als einen Tariabelen Para- 
meter nnd ^ als eine bestimmte GröJse betrachtet, die Pro- 
jektionen der Krümmungskurren der Fläche: 

(6) fi + p^ + ?^.-l 

dar; nnd wenn man gleichzeitig den Grölten ^ und yt be- 
stimmte Werte beilegt, so repräsentiert die Gleichung (5) die 
Projektion' einer Krümmungskarre, die den Flachen (1) 
nnd (6) gemeinsam ist, die also den Darchschnitt dieser beiden 
Flächen bildet. 



3. Intagnl -Keduiiui 
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Wenn in der Gleichtmg (1) p > c > 6 uigenoninien wird, 
Bo mals fi zwiflchea c und b gelegen, oder kleiner «Ib b aein, 
damit die beiden Flächen sich Bohneiden. Hieraus sclüielst 
man, dab die drei Gleichnngen: 

+ / +-^ 1 



P' + C' 



+ ; 



y* 



-1, 



in denen b und c > & bestimmte Konstanten, p, fi, v drei 
variabele Parameter sind, (f zwischen cc und c, ft zwischen 
c nnd b, v zwischen h and 0, ein System von drei Flächen- 
funilien darstellen, so dalÄ jede Fläche der einen Familie von 
allen Flächen der beiden anderen in ihren KrOmmungakarren 
geschnitteoi wird, eine Eigenschaft, welche wir vermittelst des 
Dupinschen Theorems bereits bewiesen haben (Nr. 332). 

740. Dxittea Beispiel, Die bereits in Nr. 711 erledigte 
Glairantsche Gleichong: 

gehört auch zn der hier behandelten Elaese; denn die Qlei- 
chnngen ^ ^ 

dx ' i> dx *^' 

in denen a und ß willkürliche Eonstanten Bind, sind die ersten 
Integrale der Gleichong 



Eliminiert man -j^? so erhält man: 
y = KX + ß, 
nnd dies ist dae vollständige Integral der vorgelegton Gleichnng, 
wenn man dabei zwischen a nnd ß die Gleichung 

annimmt. Das singnUire Integral erhält man durch Elimination 
von « aus den Gleichungen: 

y = ax + ({«), -» + /"(«). 
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Die Integration der Diflerentutlgleiehnngen 
höherer Ordnimg. 



% 1. Einfache FUle. 

741. Wiederholte Quadrataren. ÄUe Fälle der gew5lm- 
lichen Differeutialgleichnngen lassen sich, wie wir sahen, wie 
grofB aaeb die Zahl der Variabelen sein mag, aaf den Fall 
einer DiEferentialgleichmig von beetimmter Ordnung zwischen 
zwei Yariabelm znröckföhren. Nachdem wir die bekannteren 
Besnltate ans der Theorie der Gleichnngen erster Ordnung 
entwickelt haben, müssen wir nun Gleichungen höherer Ordnung 
betrachten. Sieht man aber hierbei ron den linearen Glei- 
chungen ab, die wir znm Gegenstand besonderer XJntersnchung 
im nächsten Kapitel machen werden, so haben wir ftlr diese 
Theorie kein allgemeines Prinzip, keine Methode der Inte- 
gration, und die folgenden Entwickelangen sind daher auf 
eine sehr kleine Zahl spezieller Fälle beschränkt. 

Wir verweilen zunächst bei dem ein&chsten FaU, wo eine 
Ableitung bestimmter Ordnung der unbekannten Funktion ge- 
geben ist. Hier hängt die aaszufahrende Integration nur von 
Quadraturen ab. Es sei also 

m £=^ 

die gegebene Gleichung, X eine bekannte Funktion von x 
allein, man soll das vollständige Integral bestimmen. Wir 
bezeichnen mit tfoi y'o» ■ ■ ■ W""" ^^ Werte, welche y und 
seine n — 1 ersten Ableitungen fQr x^ x^ annehmen sollen. 
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Multipliziert; man dum die Oleicliung (1) mit äx, so folgt 
dnroli IntegratioD 

Integriert man sodann diese Gleichnng, ao erliült man: 
£^ -fx,dx + ,.<-')(i -x,) + »,'-■) 

-2, + >.<"-"{«- «.)+!,,(—). 

I^hrt man in derselben Weise fort, so erhält man 
schlielslich 

wobei 

ist nnd :^ das » + 1" Glied in der Reihe X, 2;, Xj,...Z„ 
bezeichnet. Diese Funktionen werden von der zweiten an für 
x = Xf, null, and jede von ibnen ist die Ableitung der folgenden; 
also ist 

(2) Z„ ==fdxfdx . . Jxdx. 

Die Anzahl der auszufahrenden Integration ist gleich n. 

Durch die teilweise Integration Uifst sich indessen diese 
Formel so transformieren, dofs die Berechnung von X^ nur 
eine einzige Quadratur erfordert; %& ist 

(3) Xj = fXdx und ebenso X,^f X^dx. 

Die teilweise Integration verwandelt nun den Ausdruck 
für 2, in d 



X^=xX^-j^ xdx = xjXdx -fxxdx, 

Digimed bvGoOgIc 



Die Int^ration der Differentialgleichnngen höherer Ordmmg. X6& 

oder wenn wir die Yariabele unter dem Integral, also aaeh 
in der Funktion X, mit e bezeichnen: 

(4) X^=f(x-0)Xde. 

■ Bezeichnet man die Yariabele in der Fmiktion X, mit t, so ist: 

X,= fx^dt = ßtf(t - e)Xde, 

vohei in X an Stelle von x die Yariabele z zn schreiben ist. 
Kehrt man in diesem zweifachen Integrale die Reihenfolge 
der Integrationen nm, so wird (Nr. 577): 



(5) 



Xg= /Xd« /(* - B)dt = \i{x - z)*XdK. 



Ebenso fo^ weiter, wenn maa die Yariabele in X, mit 
t bezeichnet: 

X^ = fx^dt = ^jdtf{t - zyXdi^ \jXdef(t - gfde, 

also: X 

(6) X^=^f{x-eyXdz. 

Aas diesen Gleichungen Mst sich schlielsen, dals X„ Ton 
der Form 

sein wird, nnd diese Oleichong bestätigt man durch Scblols 
Ton n aof n + l, denn es wird wie vorhin, wenn wir mit t 
die Yariabele in X„ bezeichnen: 

x,+,-fx,dt-j^,J'dtJ'(t-,y-'Xdii-^^ßxdj,J'(t-,y-'dt, 
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also: 

x.+.-iy(.-.)-iä.. 

Mithin ist das TOllständige Integral der Oleicliuiig (1): 

(«) »-5— ijT/(^-«)"-'^'*»+A-! 

P„_i ist ein willkürlichen Polynom in x vom Grade » — 1. 
Dabei ist zu bemerken, dals wir unter dem Tollständigen 
Integrale der Gleichnng (6) eine um x^ reguläre Funktion von x 
verstehen, deren » — 1 erste Ableitungen eben&lls regu^ sind, 
deren »*" Ableitung den gegebenen Wert X hat, and welche 
nebst ihren n — 1 ersten Ableitungen fttr den gegebenen 
Wert x^ von x die beliebig gegebenen Werte y^, y'g, . . . j'o'""** 
annimmt. 

742. Nenfix Beweis des Tarlonchen Sataea. Nehmen 
wir an, daJs die Funktion X die «" Ableitung /'-"'> (x) einer 
Funktion f(x) ist, so ist evident, dafe die Gleichung 

Sr-ft«)-rt«.)-^/'W-'-*#>'(«.) 10wf"~"'-'''> 

ein Integral der Gleichung (1) von der Beschaftenbeit iet, 
daSa y und seine » — 1 erstai Ableitungen ^ x=x^ null 
werden. Dasselbe Integral ist aber auch durch die obige 
Gleichung (8) dai^estellt, wenn man daseibat X^f^"^{e) und 
Pn— 1 gleich null setzt. Also ist: 



'i^-vj^ 



(x - iy-^<'\i)is, 



oder wenn man iC ^ a:,j -|- A and « =" ai^ + Ä — f unter dem 
Integral setzt; 
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/■fe + *) - fW + jfXO + t/" W +• ■ ■+ c^/"-" w 

A 


Änf diese Weise erlialten wir einen neuen Beweis der 
Taylorschen Gleichnng (Nr. 425). 

748. OleltdxTmgen Bwisohen ^ nnd j/' allein. Wir be- 
trachteii zuerst eine GtleicbuiLg von der Form: 

oder 

(2) ^(K'i')-». 

indem wir ^^p einfähren. Kann m&n die Gleichnng nach 

5^ aafldsen, nnd wird: 



(3) 




'£' 


.flß) oder 


ix. 


dp 

m 


80 erhält 


man: 










w 






-M 


+ 0. 





Kami mau ferner diese Gleichung nach p anflSsen, so dab 
p _ (fi{x) oder dy = ip(x)dx 
wird, so folgt: 

(5) 9 =Jip{x)dx + C; 

C ist eine zweite willkürliche Konstante, nnd die Gleichmig (6) 
ist das Tollständige Integral der gegebenen. 

Dieses Integral Ulst sich aber anch anf folgendem Wege 
ableiten, der immer anwendbar ist, anch wemi die Gleichung (4) 
nicht nach p an^elSst werden kann. Multipliziert man die 
Gleichnng (3) mit p, so folgt 

f(p) 
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alflo ^ 



Dae ToUständige Integral ergiebt sieb dann Termittelst 
der Elimination von p ans den Gleiclinngen (4) and (6). 

Kann man die Gleichung (2) nicht nach ^ aoflÖBen, 
dagegen die Auflösung nach p vollziehen, eo erhält man das 
Integral auf folgendem Wege. Wir setzen 







dp 


und nehmen 


an, dafs die gegebene Gleichung die Form 


(7) • 




p^'pk) 


erhalt. Dann wird 








dp=tp'{q}dq, 


also vpeil 
ist: 




ä.-'i. äy=lf 




dx^ 


."''•^dq, dj,-'''*'''<'"ds 



Hieraus folgt durch Integration: 

i a 

(8) ^.jifi^^o, y-ß-^dq + C,' 

So So 

Das gesuchte Integral ergiebt sich ans der Elimination 
von q zwischen diesen beiden Gleichungen. 

Nehmen wir schlielslich an, daCs die gegebene Gleicbnng 
weder nach j>, noch auch nach q aufgelöst werden kann, da& 
man aber p und q als Ftmktionen einer neuen Variabelen dar- 
gestellt hat, derart, AsSa 

(9) ^ = ^(0, a = z(0 

ist, so folgt hieraus 

dp'='-^\t)dt, 
und die Gleichungen 

dx-% dy-iit 

g 3 g 
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werden also: 

80 da& das gesuchte Integral ans den beiden Oleichnngen 
erhalten wird: 



.fm,>,a, ,=/»<ft 



(10) .-n£ät + c, y- imMM + c,. 






744. Ein Beispiel. Es soU die ebene Kurve bestimmt 
werden, deren Krümmwigsraditts eine ProjekUm von konstantm^ 
Läthge auf eine feste Bichttmg liefert. 

Der ElrümmungsradinB hat hei rechtwinkligen Koordinaten 
den Wert , 

t+gr, 

und der Eosinas des Winkels, den seiae ßichtnng mit der 
^-Achse hildet, ist 



Wählen wir also die gegebene feste Eichtong zur x-ksh&e, 
so ist die Gleichnng des Problems 

— 35 "' 

wobei a die gegebene Länge bedeutet. Setzt man 

so wird diese Gleichung 

dx a 

dx dp dp jdp 

dy_ dp 
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Integriert num diese imd bezeiclmet mit s^, y^ willkürlidie 
Eonstanten, so folgt: 

und die Elimination toq p ei^ebt: 

a a 

745. GleioIiimgMk EwiaohAU y("> tmd ^<'+i> allein. Wir 
betrachten nnn die allgemeinere Differentialf^eicliang: 

die Hieb für , 

da?--' ^ 
auf die Form 

(2) ^(if.i')-0 

rednziert. Nebnirai wir an, dab diese äleichong nach ^ aof- 
gelöet ist, so dals 

(8) äf-^W 

^ird, so folgt dorcb Integration: 

(4) '-fi'^"- 

Kann dann diese Gleiobnng nach p anfgelöst werden, so 
erhält man eine Oleichong von der Form: 

p = X oder -. ^ X, 

wobei X eine gegebene Funktion von x mit einer willkürlichen 
Konstante ist. Dies ist der in Nr. 741 behandelte Fall. 

Kann aber die Gleichung (4) nicht nach p anfgelöst 
werden, so hat man genwCs der Gleichung (3): 



=pdx- 



"m 
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also: 

p 

daf-' J fip) ^ ^1- 

Po 

Setzt man zar Äbkfiizmig 

p_ /P'^P 

J m' 

BO kann man dieae Gleichung schreiben: 

und hieraus folgt: 

p 

fährt man so fort, so erhält man den Wert Ton y durch 
Qnadrataren. 

746. Gleiohongen swinohen y und y*' allein. Bei 
mechanischen Problemen ist sehr häufig die Kraft oder die 
BeBchleonigong eines Punktes ak Funktion seiner Koordinaten 
gegeben. Es besteht also für den Fall der geradlinigen Be- 
wegong zwischen beiden eine Gtleichnng. Bezeichnen wir die 
Zeit mit x, den Weg mit y, so ist also: 

W ^(&!') = 

gegeben. Labt sich die Oleichnng nach j-^ auflösen, so dafs 

(2) S -/■(!<) 

wird, so erhalt man durch Multiplikation mit dy: 

Die linke Seite ist das Differential von -r- (^ ; folghch ist, 
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wenn G eine wülkürliche Konstante und j/g irgend ein An&ngs- 
wert von y bezeichnet: 



i©=> 



(8) iQ-/f»<'!'+iO. 

Hieraofi folgert man: 

dx = 



/^ 



and femer, da die Tariabelen getrennt sind: 
--+C'. 



yt/fd 



Dies ist das vollständige Integral der gegebenen Diffe- 
rentialgleichung (3). 

Im Falle des oben betrachteten mechanischen Problems 
helTst die linke Seite Ton (3) „die lebendige Ejaft des belegten 
Punktes" (wenn wir seine Masse gleich 1 setzen) nnd die 
rechte Seite die von ihm geleistete Arbeit. Die Gleichung (3) 
drückt daher das „Princip von der Erhaltung der Kraft" in 
dem einfachsten Falle aas. 

Ist die ursprüngliche GleichTing nach y auflösbar, so 
setzen wir: 

nnd es sei 

die aufgelöste Gleichung. Die Differentiation erglebt: 
andererseits ist nach den Gleichungen (4) 

»Uo- ' 
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Mithin wird 

(6) p'=2j^q9'iQ)di+C, 

also: 



t!/" 



Die Gleioliang 

^x = — = ^^^^ 
P P 

wird fo^ich: 



(7) VT^ 



Das geanchte Integral ist daa Resultat der UliminatioQ 
Tou q zwiBchen den Gfleichongen (5) nnd (7). 



747. 




gongen. 




g-».. = o 


ergiebt; 




2S^^^»^s-o. 


abo: 
femer 






Mithin wird: 
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C ist liier eine Eonstante. Mein Lat also: 

und indem man von beiden Seiten den reziproken Wert bildet: 

Subtrahiert man diese Oleielitmg von der vorigen, und 
Hchreibt man atatt -^ wad ^^ einfech C nnd C\ so folgt: 

und dies ist das Tollständige Integral der gegebenen Diffe- 
rentialgleicbong. Ist die Kraft eine anziehende, also m eine 
n^pitive Zahl, gleicb — n', so kann man schreiben: 

y=^ ä— +^' — ^Y=i — 

oder: 

y = G COS »a: + C sin nx; 

C und C bezeichnen auch hier willkfirliche Konstanten. Man 

kann auch ^ , ^i i ■ 

V = Acos a, O" =— — .4 ein a 

setzen; ftla<1ftTni wird das Integral: 

y=A cos (»a; + a), 

und A und a sind die wiUkQrliohen Eonstanten. Ber Pnnkt 

vollführt also einfache Sinussehwingongen. 

748. Olelohungen zwisohen y("~^' tmd y'"' allein. Auf 

den in Nr. 746 behandelten Fall lä&t sich die äleichnng 

zurtlckführeu, welche nur die Ableitungen -r-^ und _^ 
enthält. Dazu hat man nur 



zu setzen, so wird die Differentialgleichui^: 
(8) ^(g'i') = 0. 
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Die Bestimiiitmg ron p als Funktion von x enthalt keine 
anderen Schwierigkeiten aU die der Elimination nnd brankt^ 
wie wir geseheo kaben, im übrigen auf QnadiAtnren. 

Nehmen wir an, dafe die Gleichung (3) nach ^-^ auflösbar 
ist, 80 dafa 

wird, Bo erhält man: 



S-]//«^ 



femer: 



w '=M-, 



+ C'. 



Kami diese Gtleichong nach p aufgelöst werden, so ^fet 
sich y vermittelst der Oleiohung (2) durch Quadraturen be- 
stimmen (Nr. 741). Ist dieee Auflösung aber nicht ausführbar, 
so hat man wie vorhin (Nr. 745) zu verfahren; es ist: 



jd" "u , pdp 



Daraus folgt weiter: 

= — 7^ + C,dx, 
v(p) • ' 



'^.-M^o,.^c,. 



Auf diese Weise fort&hrend gewimit man den Wert von y 
als Funktion von p durch Quadraturen. 

749. F&lle, in denen sieh die Ordnung dw DUferential* 
glelohnng erniedrigt. Die Ordnung einer DifFerentialgleichnng 



^dbvGoO^^lc 



176 Viertes Kapitel 

lälst sich immer erniedrigen, wenn die Gleicliung nicht die 
unbekannte Ftmktion, sondern nnr ihre Ähleitnngen entlült. 
Denn ist die gegebene Oleicbang von der Form: 

■^ r' dar diB"+i dafi ' 
wobei ^-^ die Ableitnng niedrigster Ordnnng bezeichnet, 
welche hier anfbritt, so folgt, indem maa 

tP'y _ 

setzt, eine Differentialgleicbnng von der Ordnnng n — m, nämlich: 

Ist der Wert der Funktion hieraas ermittelt, so erhält 
man 1/ durch Quadrataren. 

Zweitens kann man aber auch die Ordnung stets um 
eine Einheit erniedrigen, wenn die unabhängige Yariabele 
nicht ezplicite vorkommt. Denn wählt man in der Gleichung 
w*" Ordnnng 



^ V' dx' dafJ 



dafJ 

y zur nuabhängigen Variabelen, so wird man auf den Tor^en 
Fall zurückgeführt. Setzt man also: 

so erlült man: 

d'y _dp_ dp^ 
^ dy 



d^y ^v'dy) /dp\i , ,d'p 



tmd nach Substitution dieser Werte reduziert sich die Glei- 
chmig auf die « — 1" Ordnung. Ist dann der Wert von p als 
Funktion von y bekannt, so ist x aus der Gleichung 

P 
zu bestimmen, was nur noch eine Quadratur erfordert. 
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760. aielohnngen, die in y und aeinen Ableitong»!! . 
homogen sind. Ist die Oleichnng 



H^.y.U--2^)=o 



homogen in Bezog auf ' 

^' dx dxf 

80 kann num ihre Ordnmig tun eine Einheit emiedrigeo Ter- 
mittelat der SnbBtitution: 

vobei a eine neue nnbekimnte Funktion von x iai. Denn es 
folgt hieraas: ■ 

dx dx* \dx ' / ' 

und nach der Sabstitntion dieser Werte ISIat aich die Exponential- 
funktion &1b Faktor absondern, da die Oleichnng in Bezng auf 
dv 

homogen ist. Man erhSlt sonach eine Differenidalgleiohiuig für e: 

Ton der Ordnung » — 1. Ist der Wert von g bekannt, so 
findet man y durch eine Qnadrator, wobei noch eine wiU- 
kOrliche Konstante auftritt. 

Anf diesen Fall läfst sich anch eine DiGferentäalgleichoDg 



■^ ^' dx' dx'' ■ ■ d«"> 



znrflckfOhren, welche die nnabhängige Yariabele x nicht enthält 
and in Bezog aof 

■i'y d'y 

dy dx* das* 

dx dy dtif 

dx dx* 

Sarret, DU;- n. Iat«gnl-Be«bniuig. IIL l.Anfl. X8 
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. homogen ist. Dana sttzt man 

^y « 
so wird: 

da;» ^dy d«' ^ dy'^^Kdy}' 
and nach der Sabstitatioii dieser Werte erhalt man eine 
Oleichnng n — V^ Ordnung, die in Bezug auf 

„ dp d^ 
^' dy' dy"' 

homogen ist und die sich folglich anf die Ordnung n— 2 
redozieren läfst. 

TBL Olelohtmcen sweiter Ordnoug, die In x, y und den 
DUtorentlalen homogen sind. Es sei 

eine Gleichnng zweiter Ordnung, die homogen ist, wenn man 
die Dimensionen von x tind y gleich 1, von ^ gleich 0, von 
- 1 annimmt. Setzt man dann: 



dV , 



W y-»*, Ji-i', dx*-x' 

so wird die Gleichong nach Sabstitntion dieser Werte die 

Variabele x nicht mehr enthalten, und also von der Form 

(3) ft»,J>, 3)-0 

sein. 

Die Gleichungen (2) ergeben: 

dy — uAx + xdu = pdx, d'y=~dpdx = ^dx*; 
also: 

, ., dx du dp 

^ ^ X ~p-u^Y 

Nehmen wir nim an, dafs man ans der Gleichung (3) 
q = y(w, p) 
berechnen kann, so erhält man: 

du dp 

p~u~ tfi(u,p)' 
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aho eine Differeutialgleichimg erster Ordnung zwischen den 
Yariabelen p und u. Hat man diese Oleicliung integriert, so 
d&b der Wert von p als Funktion tou u bekannt ist, so er- 
fordert die Lösung des Problemes nur noch eine Qnadrator, 
denn man erhält die Cfleichung: 

dx du 
X ""p-m' 
in welcher die Yariabelen getrennt sind. Es wird also » eine 
Funktion von x, nnd sonach y — > vx. 

Ist -allgemein die Differentialgleichnng 

\ ' "' da daP) 
homogen, wenn die Dimension von x nnd y gleich 1, von j^ 
gleich 0, Ton -r~ gleich — (b — 1) gesetzt wird, so Ulfiit sich 
dnrch die Transformstion: 



dx 


= eii, 


dy — e-{udi + du) 




dx 


(» + §.")■ 




s- 


&•+!?)-. 



die ßleiohui^ in eine Differentialgleichung zwischen u und e 
transformieren, ans welcher e* herausfällt, die also die Yariabele g 
nicht mehr enthält, nnd deninadi in eine Öleichung « — 1"' 
Ordnung verwandelt werden kann. 

% 3. Oeometrlsehe AnwendaDgen. 

762. Ente Aufgabe. Die ^}enen Kurven su bestimmen, 
hei wdchen der KrimMmmg^adms emer gegebenen Fv/KMan der 
Abscisse gleich ist. 

Bezeichnet man mit x nnd y die rechtwinkligen Koordi- 
naten, so iet die Gleichtmg des Problemes: 

5i> 
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Dieselbe enthält die Yarübele y nicht und kann aof die 
erste Ordnung gebracht werden, indem man 






setzt. Alfldapn wird: 



Die lat^ratton ergebt: 






9»(a:). 



and fol{^ch erhält man y durch eine neue Qaadratar, nämlich 

Hat z. B, f(x) den Wert 5—) bo wird, wenn man x^'^O 
nimmt nud -? an Stelle von C schreibt: 






»^fvdww'''^'^- 



Diese Eorre tritt in der Mechanik nnter dem Namen 
„ElaBtiBche Eorve" auf, ihr ErÜmmnagBradiua ist der Abscisse 
umgekehrt proportional. 
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- 768, Zweite AnÜKabe. Die ^?men Kmvm eu besUmnm^ 
hei wdckm der Krwmmmgsraäim dem Kiäms der Normten 
proporUonal ist. 

Bezeichnet man mit x nud y rechtwinklige Koordinaten, 
mit p die Ableitung ^> so haben Erümmm^raditm und 
Normale die Wert«: 



dx 
xmd die Gleichong des Problemes ist also: 

dx -^y* 
a ist eine gegebene Länge. Diese Oleichtmg zweiter Ordnung 
entl^t die Yariabele x nicht; man hat also y als miabhängige 
Variabele zu wählen, und, für dx den Wert -^ zu setzen, so 
wird: 

Bezeichnet man mit — eine willkürliehe Konstante, so folgt: 
J>*=± T + -' 

also: 

p=~s-= "" -^ — oder 

^ dx yY» 

Ist dann Xf, eine neue willkürliehe Konstante, so erlüilt man 
X — Xf^ = Ynyy*± ««' oder, (x — x^*— «y*™ ± «*«'; 
die gesuchte Kurve ist aJiio im allgemeinen eine Ellipse oder 
eine Hyperbel. Für den Fall — = bekommt man eine Parahei 

764. Dritte AufJKsbe. IHe d}enen Kurven zu bestimmen, 
bei tedchen der Krümmimgsradius proporttonal der Normalen id. 

Bezeichnet man mit n eine gegebene positive oder negative 
Zahl, so wird die (Jleichnng des Problemes: 

l+p' 
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Wir ersetzen, da x nictt TOrkommt, äx durch—) so wird: 
P 
ipdp i äy 

Die Litegration liefert, wenn c eine willkürliche Eonfitante 
bezeichnet: 

l(.i+P')-i(fS-lc)-l{f)': 
also: 

,_|/(|)'-1 „d i. -[(«)■- 1] 'd). 



Die zweite Integration ergiebt: 

"I 1 
dv, 



— A")"- 



wobei Xg eine willkürliche Konstante, y^ einen beliebig fixierten 
Anfengswert von y bedeutet. 

Der Ausdruck für x ist ein binomisches Int^;ral (Nr. ^5), 
and di^ Integral lä&t sich durch elementare Funktionen 
darstellen, wenn entweder ^ oder — g— eine ganze Zahl isl^ 
also wenn n eine ganze Zahl ist Die bemerkenswertesten 
Fälle sind hierbei « = ± 1 nnd n = ±2. 

1. Fflr «= — 1 erhält man, indem man yo = c setzt: 



"" J VC - y' 



also: 

die gesuchte Kurve ist ein Kreis. 
2. Für » = + 1 ist: 
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and bildet man auf beiden Seitea deo reziproken Wert: 
Durch Addition folgt: 

die gesncbte Enrre ist aleo eine Kettenlinie (Kr. 325). 

3. Ist » = — 2, BO wird: 

dx y y 

nnd dies ist die Differentialgleichung einer Gykloide, bei welcher 
der DorcbmeBBer des erzeugenden Kreises gleidi c ist (Nr. 331). 

4. Ist n — + 2, so bat man: 



also: 



-x,--/^f^^-2V^vr- 



(x-x,y 

y_C j-^. 



und dies ist die Gleichung einer Panbel. 

756. Vierte Au^be. Die Botationsßächen eu bestimmen, 
für wdche die imMere Krümmaig in aUm Punkten konä(mt ist. 

Bei einer ßotationsMcbe bilden die Meridiane und die 
ParaUelkreise die beiden Systeme der KrAmmungskurren (Nr.349). 
Hieraus folgt, dala der eine Hauptkrfimmimgaradius der der 
Meridiankurre ist, wahrend der andere gleich ist der Strecke 
der Nonnalen zwischen der Achse und dem F^chenpunkte. 

Bezeichnet man also mit B den ersten, mit N den zweiten 
Erammungsradioe, so ist die Gleichung des ProblemeB: 
l + JL = i. 

a bezeichnet eine gegebene Länge. In dieser Formel haben 
B und N gleiche Zeichen od» entgegengesetzte, je nachdem 
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die Radien tou gleicher oder eu^^engesetzter Richhmg sind; 
Wir beziehen nun eine Meridiankorve aiif zwei rechtwinklige 
Achsen, Ton denen die x-Achae mit der Achae der Botations- 
fiäohe znsammen&Den boU. It imd N bekommen gleiche 
Zeichen, wenn y and ^^en^egengesetzte Vorzeichen haben, 
und umgekehrt. Mau mub also 



dai' 
setzen, tmd dos Vorzeichen von 



tifl, ^=,}/r7W 



v^m' 



in diesen Ausdrücken ist. dann willkürlich. Die Oleichnng des 
Problemes wird mm, indem man wiederom 



um sie zu integrieren, braucht man sie nur mit ydy zu 
multiplizieren; denn es wird: 

-ypdp , _dy__ ^ yäy . . 

and die linke Seite ist das exakte Differential von 



folglich erhält mau: 

± — ist die willkürUche Eonstante. Hierans folgt: 
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V4aV-(y'±6r 
Das Problem ist also aaf eine Qnadratnr zarflc^efOhrt. 
Ist die EonBtftnte b noU, so wird die Differentialgleiclraag! 

wenn man von der LÖsui^ y = absieht. Die bitegration 
giebt: ^__^_^ 

X — x^= — y4a^ — y^ oder (3; ~a^)'+ y*™ 4a', 

also einen Ereie. Dafä die Kagel eine der gesncbten flächen 
sein mala, ist von vornherein evident. 

Setzt man h*=- ca, wobei c eine neue Eonsttmte ist, und 
läfst man alsdann a nn^idlich werden, so reduziert sich die 
allgemeine Differentialgleichung auf die folgende: 
cdy 



hieraus folgt: 







Diese Oleichui^ stellt eine Kettenlinie dar, welche, wie 
wir wissen, der Ort der Brennpunkte einer Parabel ist, die 
ohne zu gleiten aof einer festen Geraden rollt (Nr. 325). Die 
Kiotationaääche, welche die Enrve erzeugt, indem sie um die 
AbsciBsenachee rotiert, hat die Eigenschaft, dafs ihre mittlere 
Krümmung in jedem Punkte null ist, d.h. dafs überall dieHanpt- 
krlimmnngaradien gleich und entgegengesetzt gerichtet sind. 

Von dieser Thatsache ausgehend und dabei bemerkend, 
dals in dem allgemeinen Fall, wo die Konstanten a und b 
unbestimmt bleiben, das Integral des Differentiales dx keine 
anderen Transscendenten enthält, als solche, die den Bogen 
einer Mlipse oder Hyperbel ausdrQck^i, hat Delaunay zuerst 
den Gedanken gehabt, dals sich der Meridian einer Botations- 
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flädie mit koüBtanter mittlerer ErÜmmimg daroh den Brenn- 
pnokt einer Ellipse oder Hyperbel erzengen lassen maus, 
wenn diese Surren, oline zu gleiten, anf einer festen Oenulen 
rollen. Diesen eleganten Satz h&t er in einer Abhandlnng 
im 6. Bande dm Jowrwü de MaihSmaiiques pures et ap^iqu^es, 
8er. 1 bewiesen, und man kann seine Giltigkeit in folgender 
Weise bestätigen. 

Es sei ^. j^. 



ftf 



= 1 



die Gleichnis einer Ellipse, bezogen auf ihre Hauptachsen; 
wir bezeichnen mit 

Fig. 10. 

y c— ya»- &» 

die Entfernung eines Brenn- 
punktes F Tom Mittelpunkt, mit 
s* den Bogen AM der ElUpee, 
zwischen dem Scheitel A und 
dem Ponkte M{ai , j/). Im 
Punkte M konstmieren wir die 
Tangente Ox, trogen von M 
aus die Lange MO = s* ab und 
ziehen durch die Gerade Oy 
senkrecht zu Ox-, endlich hezeiclinen wir mit y das Lot FP 
Tom Brennpunkt JF* auf die Tangente Ox und mit x die 
Entfernung PO des FuJ^unktes dieses Lotee vom Punkte 0. 
Man hat dann, nach bekannten Formeln: 




Die erste dieser Gleichungen und die der Ellipse bestimmen 
a! und ^ als Funktion von y. Man findet: 



_ i.'V*«V-(6'+yV 
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HieraTia folgert man leicht: 



(iÄ'- 



9a*b*y*dy 



(6' + !/')'V4oV-(6' + yV 

Die Differenz der linken Seiten dieser äleioliangen iat 
niclita anderes als dx, also ist: 

Dies ist die Differentialgleichung der Knrve, welche TOm 
Brennpunkte F beschrieben wird, wenn die Ellipse, ohne zn 
gleiten, anf der Qeraden Ox rollt; will man an Stelle der 
EUipse eine Hyperbel einfahren, so mnü man — b* statt 6' 
setzen. Diese Differentialgleichong ist aber mit der des auf- 
gestellten Froblemes identisch. 

766. Tünfte Aufgabe. Die Sotaiionsßächen ew iesHmmm, 
hei teek^ien die Snimmmtg in allen Punkten hmstant isi. 

Das ErOmmtmgsmafs einer Fläche wird, wie in Nr. 318 
gezeigt wnrde, dnrch den reziproken Wert des Produktes der 
beiden Hauptkrümmnngsradien ausgedrückt, also wird wie 
vorhin fSr die BiOtationsflächen: 



»['+©T 



-,-h. 



Dabei bedentet h eine poeitiTe oder negative gegebene 
Zahl, im ersten Falle sind die Hauptkrümmnngsradien gleich 
gerichtet, nnd die Füiche besitzt eine positive konstante 
ErOmmung, im anderen Falle sind sie entgegen gerichtet, und 
die Krümmung der FlSohe ist negativ. Führt man vriedemm 
die Substitution 



ein, 00 folgt: 

dp 



= kydy. 
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Also ist: 

wenn C eine will^ürliclie Eoustante bedeutet. Die Tollständige 
LöBimg der Aufgabe hängt Bouscb von der Differentialgleicbnng 






dx y i 



t(y'+C) 



ab und wird durch die Quadratur 



oder dx = - 



Yi-Hy-i-C) 






erhalten. Giebt man dea- Clrölae h einen poBitiven Wert and 
setzt man die Konstante C gleicti 0, so ist: 

dx = -^^^-^) also X — x^=~yi — hy^, 

mitliifi 

Diese Meridiüikarve ist ein Kreis, die zugehörige Rotations- 
fläche eine Kngel, für welche das Qaadrat des Radius gleich -r ist 
Ist Ä negatiT, gleich — j»*, .und wählt man C so, dafs 

kC = ~m'C=l 
ist, so fo^: 

_dyyi — m*y* dy ntydy 



äx = 



Das Integral dieser Differentialgleichong ist: 



Es stellt, wenn wir m posittT annehmen, eine Karre dar, 
welche im Punkte 



eine Spitze hat nnd daselbst eine Tangente parallel der Ordinaten- 
achse besitzt; von diesem Ptmkte ans erstreckt sich die Kurve 
in zwei symmetrischen Xsten nach der Abscissenaöhse hin, der 
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sie ihre kourexe Seite zuwendet nnd za welcher sie aeymptotiBoh 
yerULaft. Sie liat Überdies die Eigeneehaft, data die Länge der 
Tangente, d. h. die Strecke zwiBchen dem BerillinuigBpiinkte 
nnd der AbscissenacIiBe, konstant gleicli - ist und heilst die 
TraJeirix. 

iS7. Seobste Aoi^abe. Bas aUgememe Integrtd der 
Ql^chmg . , ,. . 

P-P. + ^'-.-o 

zu ie^mmm. Biese Qleiohnng ist homogen in Beztig auf y, 

r^, -z-^- mau hat also zu setzen: 
dx dx" 

y-'" ' ^='''° ' d-id-x + 'T" ' 

und erhalt die Oleichnng erster Ordnung: 

Diese Qleichnng wird homt^^, wenn man 
1 , dt 

einftthrt; denn di^e Substitution ergiebt: 

Für 

e = ut, dg = udt + tdu 

eihSit sie die Form; 
oder 





dt udu 




t «'-«•+2 


1 du 


1 («-l)d« 



„ + 1 6 C«-l)' + l 6 {«-!)' + » 

!bitegriert man diese und ei«etzt wieder t durch — j 
u durch isx, so folgt: 

7,1, xe + l 3 , , ,, „ 

— lx + -rl : — -F arc tang (xs — 1) = C. 

Digimed bvGoO^^lC 



Nadidem der Wert von e iraok diese Gleidiuiig definiert 
ist, wird das gesuchte Integral gleich: 



68 enthält die beiden willkürlichen Eonstanten x^ und C. 

768. Siebente Anf^be. IHe ^>men Kurven eu bestimmen, 
deren Bogerüängm proportümal d&i entspre<^ienden Bogen der 
Evolute sind. 

Bezeichnen wir mit s den Bogen der gesuchten Karre, 
der Ton einem willkürlich fixierten Pnnkte an gerechnet wird, 
mit 5, den entsprechenden der Evolute, mit a eine gegebene 
Konstante, so ist die Gleichung des Problemes: 
Sj = as oder ds^ = ada; 

da nun dSj gleich dem Differentiale des Krämmm^Bradius der 
geBuchteu Kurve ist, so wird 

dS = ads. 

Führt man rechtwinklige Koordinaten ein, bo wird diese 
Gleichung von der dritten Ordnung; fol^ch treten bei der 
Integration drei wiUkürhche Konstanten auf. 

Diese Integration Mst eich nun leicht in folgender Weise 
ausfahren. 

Es sei (p der Neigungswinkel der Tangente zur x-Ächse; 
dann ist: . 

iJ = ~ 

und unsere Differentialgleichung wird 

dB . 

, -^ = ad<p; 

die Integration ergieht also: 

IR — Ia = a(p oder B = 06"^, 
wobei a eine willkürüche Konstante ist. Man hat also auch 

ds = ae'^dtp, 
und folglich: 

dx = ae'"f OOB »pdqi, dy =^ ae^f sin ipdip. 
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Addiert mao diese Oleichongeu, nachdem man die zweite 
mit i— ="^— 1 multipliziert hat, bo folgt: 
ä{x + iy) = ae^'+^väip. 

Die Int«gratioc ergiebt, wenn man mit x^ + ij/g eine will- 
kflrliche Konstante bezeichnet: 

Diese Qleichnng zerl^t sich in zwei andere, and wenn 
man ans diesen den Winkel 91 eliminiert, so erhält man das 
gesuchte Int^p*a1, das die drei willkQrliclieu Konstanten 
Xq, y„, a enthält. Wir setzen: 

— —. = me'", 
femer "''* 

X - Xa=' (f coB (m + n), y — yo = p sin (to + (i). 
Dann sind q und at Polarkoordinaten, and die obige Oleichimg 

wird: _ ,„ 

pe'"^ me'"fe"f, 
also: 

und folglich 

Sonach ist die logarithmische Spirale die einzige Kurve, 
welche die in Rede stehende Eigenschaft besitzt. Die vor- 
stehende Lösung liefert zugleich ein Beispiel, wie man geome- 
trische Aufgaben der behandelten Art Tereinfacheo kann. 

7S9. Aolite Aufgabe. Die ebenen Kurven eu bestimmen, 
bei wdtSien der SJrwnimmgsradius proporHoruil ist dem von 
einem festen Ptmkte ausgehenden Sadiusvektor, 

Indem wir die gesuchte Kurve als Enveloppe ihrer Tan- 
genten betrachten, wenden wir iMich Nr. 213 die beiden Glei- 
chungen an: 

a: sin f) — j/ cos 91 = /"(y) , 

a: cos 9) -|- y sin >p = f'(ip), 
welche die rechtwinkligen Koordinaten als Funktionen der 
Yariabelen 91 und f(^) ausdrücken lassen. Aus diesen beiden 
Gleichnngoo folgt nämlich: 

* = fiv) Bin f> + f'{g>) cos y, 
» — — fW) cos f + f (9) 8"» V, 
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tieo: ■■■ 
ferner: 

dx -= {f{(p) + /■"(?))] «JOB <pd<p, dy — \f{<p) + /"(v)] am tpd^, 
y'dx'+ dy»^ ds = {f(<p) + rCv)]d9. 

Da der Erümnuingsrsdias gleich j- und der Badinsvektor 
gleich 

ist, Bo wird die DifferentialgLeichaiig deB Problemes: 



',+f- 



'VF^m'- 



wobei m eine gegebene Zahl iat. Da diese Gleichung die 
Yori&bele q) nicht enthält, so eetzen wir: 



wird. Die Integration Ui&t sich hier ohne weiteres aaBfQhren, 
denn es ist _ 

= mdf, 

also: , 

yr+r =«(/■- CT). 

Da non 




ist, so folgt weiter: 

Ist m'< 1, so ergiebt die Integration: 



'-f+m} 



HieratiB folgt, \ 



a nnd qi^ sind willkürliche Eonstanten. Die gesnchten Kurven 
sind algebraisch, wena /^ eine rationale Zahl ist. 



^dbvGoOglc 



Die Integration der DifFerentialgleichoogea höherer Ordnung. \Q^ 
Ist JM*> 1, 80 erl^t man: 

g, ^ ip„ = :^^=l(t + yW^^); 
t bezeiclmet die örölÄe 

und q^Q ist eine Konstante. Setzt man 

80 wird: 

fi<p) = aYl + fi'+a ^ 

Im Falle m^=l hat man 

Tind hieratiB, wenn man 



f(q>) = «[1 - (y - Von 

% 3. Sonstige Integrationsmethoden. 

700. Der Uoltipllkator einer DlftereiLtialgleiohiiiig 
Iidherer Ordnung. Wir betrachten eine Differentialgleichtmg 
n*" Ordnnng zwischen den Variabelen x und y, nnd n^men 
an, dafs dieselbe auf die Form gebradit ist: 

w ^0 + «-°' 

wobei P nnd Q Funktionen von 

^' ''' dx' duf-'- 
sein mögen. Man Viani nn-n schreiben: 

(2) Pd^^^ + Qdx^O, 

and wenn die linke Seite dieser Oleichnng das exakte Differential 
einer Funktion it von 

Ssir<t,ntff.-1i. Intesnl-Itcoluiiing. HL l.Anfl. 18 
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ist, SO ist eTideat, dals die Gleiclituig 

U = CODSt. 

«in entas Integral der DLfferentialgleichimg (1) ist 

Wie anch die Fanktioneu P oud Q zosammeiigeBetzt sein 
mögen, es existieren immer Faktoren X, mittelst deren die 
linke Seit« der Gleichnng (2) das exakte Differential einer 
Fnnktion m von 

■*' ^' dx daf-^ 
wird. 

B^m betracliten wir eines der ersten Integrale der Olei- 
chong (2), nnd ist 

M = C 

dieses Integral, aufgelöst nach der Konstanten, die es enthalt, 
so erl^t man dnrch Differentiation desselben, indem man y^'> 

du , du j , Sit ,, , , du ,_. n 

and der Wert ^"l, der aus dieser Gleichnng folgt, mnfs mit 
dem Werte, welchen die ursprüngliche Differentialgleichnng, 
nSnlich e+Pj(.._0 

«rgiebt, identisch seinj also ist 



Bezeichnet man also mit l den gemeinsamen Wert dieser 
VerhältniBse, so ist: 

a» 

Hieraus folgt, dals der Anedruck 

iPd!/'—'>+lQdx 
ein exaktes Differential ist. 



-«-IQ 
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Man bann dnrc)i eine Überlegung, welche auf Kr. 735 S. 
taSsi, feststellen, da& ein singiiläres Integral der DififereDtial- 
gleidinng die äleicliung 



befriedigen mala. Wir beschränken ans indes anf diese Angabe, 
Die Bestimmnng der integrierenden Faktoren bietet indes 

im allgemeinen on&berwindliche Schwierigkeiten; es giebt 

jedoch Fälle, in denen die Ermittelnng sich leicht darbietet. 

Wir wollen hier eines der von Enler behandelten Beispiele 

geben. 

76L Bin Beispiel von Bnler. Die Gleichung, am die 

es sich handelt, ist die folgende: 



<PV 



+ T. 



Prüft man ihre Form, so erkennt man, dab man eine 
Uutersnchnng anstellen kann, ob es nicht einen Faktor von 
der Form 

giebt, der die linke Seite der Oleichnng in das exakte Diffe- 
rential einer Fimktion u von 



verwandelt. Existiert solch ein Faktor, so hat der Teil 

seines totalen Differentiales den Wert 

und folglich ist 

wobei Ü nur noch eine Funktion von x nnd y ist. Setzt man 
das Differential von u gleich noll, so fo%t: 

18' 
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und damit dieee Gleichnug mit der gegebenen identiBch ist, 

(ßy'+y+i9x+txy Kd^^'^'^)^^ ''^^V'iy-afJ 

Bein. Der erste Teil dieses Wertes TOn dU wird ein exaktes 
Differential, wenn man 

y 1 dX, . 

setzt, tmd dann folgt, dals der oacbbleibende Teil ebenlalls ein 
exaktes Differential ist Man erhält: 

ond fol^clt: 

C ist eine Konstante. Der Faktor, welchen wir benutzt 
haben, ist 



ond wir erhalten als erstes Integral der gegebenen äleichnng: 



76a. Integration daroh DUferentlatlon. Es sei 
(n D"=0 

eine Differentialgleichung n**' Ordnung zwischen den Tariahelai 
X ond y; indem man dieselbe differentiiert, erhält man eine 
Gleichung « + l**' Ordnung 

(2) rj^ = 0, 

und man kann onn Terschiedene Kombinationen der Gtlei- 
chnngen (1) und (2) bilden. Es sei: 

(3) Fj = 

eine Gleichung n + l*** Ordnung, welche aas solch einer 
Kombination hervorgeht. Kann man nun ein erstes Integral 
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der Gtleichnng (3) bilden, welches von der arBprün^clten 
Gleicltang verschiedeii ist, so kennt man aaoh ein erstes 
Integral dieser letzteren; denn wenn 

(4) 7=0 

ein erstes Integral der'äleichnng (3) ist, und man eliminiert 
-^ zwischen den Oleiohongen (1) nnd (4), so ist das Besoltat 
eine Qleichnng 

(5) W= 

von der Ordnung n — 1 mit einer wiUkOrlichen Konstante, 
welche die iirsprüi^;liche Qleichnng be&iedigen mofe. 

Ist die Gleichung (1) von der ersten Ordnung, so liefert 
die Gleichung (5) ihr ToUständiges Int^^. 

768. Ein Beispiel, um ein Beispiel fSr diese bitegratious- 
methode zu geben, betrachten wir die Bestimmong der Erürn- 
mungekorren auf einer centrischrai Fläche zweiter Ordnung. 
Die Gleichung der Fläche sei: 



und wenn man 



*' -L y* M '* = 1 



(c*-6')e* n—ö'c' 



"cV-6T 



B = 



setzt, so wird die DifFereötialgleiehnng der Projektionen der 
Erümmungskurren auf die xy-'Ebene (Nr. 339): 

(1) ^«!,g|)'+(«>-^y>-B)f|-a;j-0. 

Dorch Differentiation derselben erhalt mui: 

nnd die Elimination von ic* — Ay^ — B zwischen den Olei- 
chxmgen (1) und (2) ergiebt, mit Unterdrückong des gemein- 
samen Faktors a(^\ 1: 

(ä) -!'S+(«5|-»)ll-<>- 
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Dividiert man diese GUeichong mit ooy-^i so folgt: 

ä'y dy 

dy ' y X ' 

dx 

und man erhält durch Integration: 

oder 

(4) ^i^-C, 

^ ' X dx ' 

wobei C eine Konstante ist. Die Elimination von ^ zwischen 
den Oleiclinngen (1) und (4) liefert schließilich : 

(6) y'-a^'+^^-O. 

was mit dem früher erhaltenen Resultate (Nr. 339 nnd 739) 
übereinstimmt. 

764, Bin Bfliopiel sax Integratioii eines Bimnltaneu 
SystemeB. Wir sahen, dafs die Integration eines Sjstemes von 
simultanen Differentialgleicbui^en beliebiger Ordnungen sich 
immer durch Elimination zurnctführen läfet auf die Integration 
von einer oder Ton mehreren Gleitdiungen, von denen jede nur 
zwei Yariabele entMlt. Solch eine Reduktion ist aber durch- 
aus nicht immer dazu geeignet, das Problem zu vereinfachen. 
Da jede allgemeine Integrationsmethode fehlt, so wird es 
nützlich sein, hier ein besonderes Beispiel zu betrachten, 
welches wir der Oeometrie entnehmen. 

Aufgabe. Es sollen die orÖtogonalen Tragekiorien ein&r 
beweglichen IS)ene bestimmt werden. 

Es seien x, y, e drei rechtwinklige Koordinaten nnd 

(1) X cos a + ycoB^ + ^cosy— K — 

die Gleichung der beweglichen Ebene; die Entfernung m der 
Ebene vom Anfangspunkte und die Winkel a, ß, y, die ihre 
Normale mit den Achsen bildet, sind gegebene Fonktionen eines 
Parameters t. Die gesuchten Trajektorien sollen senkrecht 
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zur Ebene Bein, also werden die Differeutialgleichimgen des 
Problemea: 

(2\ ^'^ = '^y =, ^^ . 

V / COH K COB P cos y 

Man kann annehmen, dals man aus der Gleichung (1) den 
Wert Ton * als FonktioQ Ton x, y, e bestimnit hat, nnd die 
Koainna der Winkel a, ß, y können demnach in den Olei- 
chnngen (2) als Funktionen von x, y, B angesehen werden, 
um diese Oleicbimgen zn integrieren, bennixen wir die in 
Nr. 273 aufgestellten Formeln, sowie die Bezeichunngen daselbst. 
Es sind also a, ß, y die Winkel, welche die Tangente der 
gesnchten iCorre mit den Koordinatenachsen bildet, ferner 
bezeichnen wir mit 7, ^, j nnd mit l, fi, v die Winkel, 
welche die Hauptnormale nnd die Achse der Osknlationseb^ie 
mit den Koordinatenachsen bilden, femer sind da nnd dx 
Eontingenz- nnd Torsionswinkel, ds das Bogenelement; also: 



I da = y(ß cos «)» + (d cos ßf + (d cos y)*, 

(3) 



Ur = y{ä cos X)* + (d cos /*)* + (d cos v)*. 
Nim ist jedes Glied der G-leichong (2) gleich ds, imd folglich: 

(4) dx = da cos a, dy = ds cos ß, de = da cos y. 
Wir setzen 

(5) z GOB l -i- y coB (t + e eoB v*^ U, 

nnd indem wir diese Gleichtue zweimal differentiieren and 
die Gleidiongen (4) beachten, erhalten wir (Nr. 273): 

(6) X cos qs + ycos^ + sco8j;=° -y-> 

(7) X coa tt -j- y GOB ß + cos / = — 3- ^+ —3 — • 
Vei^leicht man die Oleichongen (1) nnd (7), so folgt: 



dt 
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Nach der ersten Gleichnng (3) ist da das Produkt tou 
dt mit einer gegebenen Funktion von t, weil cos a, cos ß, 
cos y selbst gegebene EWktionen Ton t sind. Femer sind 
nadi den Formehi in Nr. 274 cos ^, cos ^, cos % und cos X, 
cos (i, cos V gleichfiidlB bekannte Funktionen von (; endlich 
ist nacb der zweiten Gleichnng (3) auch dz das Produkt 
solch einer Funktion mit dt. Hieraus folgt, dols die Glei- 
chnng (8) eine Differentialgleichung zweiter Ordnung zwiseheu 
den Yariabelen ü und t ist; ihre Integration liefert also zwei 
willkürliche Konstanten. Ist der Wert von U bekannt, so 
sind die Koordinaten x, y, e durch die Gleichungen (5), (6) 
und (7) als Funktioneu des Parameters t gegeben; diese Glei- 
chungen können durch 

(9) K=0, dF=0, d»r=0 
dai^stellt werden, wenn man 

(10) F— a; cos A + y cos /t + jS cos v — U 

setzt Die Gleichung (8) gehSrt zn den linearen Differential- 
gleichungen, die im fönenden Ejtpitel behandelt werden. Ihre 
Integration lalst sich indessen leicht auch folgenderma&cn 
ausfahren. Es seien X und Y zwei neue Yariabele, definiert 
durch die Gleichungen: 

X sin T — r cos T = Z7, X cos r -\- Tsin t = -g~t 

so ist: 

X 

femer: 

I o-JT I I 

dX~ 



. [E7-|--^JcosTdT, dr=[f7-|--^JsintrdT, 



und also vennSge der Gleichni^ (8): 
dX = — M;^- cos vdt, dY= 
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Integriert man diese Oleichnngea und bezeichnet man mit 
Ä and S zwei wiUkllrlicIie konstanten, so folgt: 



- Bin tdr, 



und sonach ist: 

(11) F— jlsinT— 5co8T— sinr / tt^coBxdt+coBt f u^aiardt. 

Diese dleichung stellt U ab Funktion von t dar, oder 
wenn man will, als Fonktion des Parameters t. Die gestellte 
ÄT]fgabe ist damit gelöst. 
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Lineare Diferentialgleicliimgeii. änmdlagen. 



% 1. ZaBammeDhuig der TOllstftndigen Iiösimg mit den 
partlknlareD. 

76S. Defluitioneii. Eine Differentialgleiclinng n*^ Ordnong 
beiiät linear, wenn in ihr die nnbekaimte Funktion und ihre 
Äbleitcngec nur in der ersten Potenz und nicht miteinander 
multipliziert TOrkommen. 

Wird die unabhängige Yariabele mit x, die anbekannte 
Funktion mit y bezeichnet, bo iet die allgemeine Form einer 
linearen Oleiohnng mit zwei Variabelen: 

die Koeffizienten P,, P^, . . . P„, V sind gegebene Funktionen 
Ton X, die sieb anch auf Konstanten reduzieren können. 

Ist die GrSIse V null, so Eu^en wir, dab die lineare 
Gtleicbung Itein eweäes Glied hat, oder dalB sie homogai iat. 
Später wird gezeigt werden, dalä die Integration einer linearen 
Grleichtmg mit zweitem GUede immer auf die Integration einer 
homogenen linearen Gleichung zorttckkommt, welche mtm 
erhält, indem man an Stelle der Funktion V den Wert null 
Bubstitaiert. 

£s ist nach den allgemeinen Sätzen über singulare Lösui^en 
(Kr. 664, 728 ff.) evident, dals die linearen Gleichungen keine 
eingaben Löeongen haben, wenn die Funktionen P und V 
eindeutige Funktionen Ton x sind. Ea giebt vielmehr nur 
aingu^re Ptmkte an den Stellen, an welchen eine oder mehrere 
dieser Fonktionen eingulär werden. 
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766. Bednkticm der Ordnung. 

BatB I. Die Ordnung einer Unearen Gleichung ohne eweites 
Glied kann immer t/m eine Einheit erniedrigt werden. 
Die Gleichnng 

daf Maf— * ' " 'dx ' "" 

gehörb zu der Klaese der homogenen (Nr. 750); ihre Ordnung 
wird folglich erniedrigt, wenn man 



y = e' 



iä^+n' 



aetet; die neue Gleichimg ist aber nieht mehr linear. 
Im Falle n = 2 hat maa 

Ü^+p ^4-P _0 

und die Tranaformation ergiebt die allifetmine Biccatisi^ 
CneiAmg (Nr. 697): 

^ + .' + P,.+P,-0. 

767. Ableitung neuer Iiöanngen aiu bekannten. 

SatB n. Eefint man eine Ftmktim y = fftt i^^f^ die 
lineare Gleichung 

hefriedigt, so wird die. Gleifßmng auch durch y = Cy^ erfuUt, 
icob^ C eine wüücwrlich^ Konstante ist. 

Denn das Resultat der Substitution Ton Gy^ an Stelle 
Tou y in die linke Seite der obigen Gleichung ist gleich dem 
Produkte der Eonstaute G mit dem Resultate der Substitution 
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SatB in. Wirä der linearen Qleüämng durch die Ftmklionen 

y=-yi- y = ft, ■ ■ff = yp 

genügt, so genügt ihr awch die Funläion 

y = yi + yi + --+yp. 

Denn die Sabstitution von !/i + ^a + " ■ + St ^ ^* linke 
Seite der ßleichnng ergiebt einen Aaedrack, der gleicli ist 
der Summe aas den Werten, welche bei der Substitution von 
Hl) Vif-Vf erhalten werden. 

Ans den beiden letzten E^ensehoften folgt: £ennt man 
p LöBongen y^, ift, ... yp einer linearen Gleichung ohne zweites 
Glied, 80 kann man auch eine Lösoi^ deraelben Gleichung 
mit p willkürlichen Konstanten bilden, i^inilich : 

ff=C,y,+ C,y,+ -.- + Cpyp; 
imd wenn die Zahl p gleich ist der Ordnimg h der Gleichong, 
80 kann man auf diese Weise das ToUsUindige Integral der 
DifFerentia^leichoi^ bilden, voraasgesetzt, dafs yi,y%,---yn 
nicht dnrch eine lineare homogene Gleichimg mit konstanten 
Koeffizienten verbunden sind. Wir führen, am dies einznsehen, 
den Begriff des Furtdamenialsystemes ein. 

768. Das VaudamentalsTstem. 

Definition. Wenn ein System von n FmMionen von x so 
beschaffen ist, daß awischen ihnen km^ne lineare, homogene 
Oletchang mit honstamten Koeffizienten identisch hesläit, so heifst 
das System der » Funktionen ein Fundamenlalsystem. 

Es gilt nun: 

Sati IT. Sind ^,, j/j, . . . y„, n Ftaiktionen, die ein Fun- 
äameataisystem hüden, so ist die Ddermvnante: 

Vi y% ■ ■ • y« 
^1 j/t --y'« 



nvM idenüseh m^. Die Accente bedeuten dabei AbleHungen. 
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Wir fügen hienm die Definition: 

Die Determinanie A keifst die Bai^tdeterminarUe der 
n Funktionen y,, y„ . . . J/n. 

Man V ftt m nämlicli immer n Funktionen w,, Uj,...u„ so 
iräMen, daÜB 

«iVi +«>?* +■■■ + «-,?« =0, 
«1^1 + «1^1 + ■ ■ + M«ff'n= 0, 



(2) 



wird; denn man brancht für die Fitnktionen u nur die Uater- 
detenninanten einzneetzen, welche zn einer Horizontalreihfi 
von A, z. B. der letzten, gehören. 

Man kann anch immer annehmen, dafa diese ITnter- 
determinanten, bIbo aneh die u, nicht eämtlich identisch ver- 
schwinden. Denn wäre dies der Fall, so wflrde auch die 
Haaptdeterminante von ifi.-.yn—i identisch verschwinden, und 
der folgende Beweis wfirde dann lehren, daÜs schon jf, . . . ^n— i 
kein FimdamentalByatem bilden. 

Wir wollen nun zeigen, dafs die Funktionen u stets 
derselben Funktion von x, mTÜtipliziert mit verschiedenen 
Konstanten, gleich sind. Differentüert man lümlieh die Glei- 
chungen (3) successive, so erlüJt man jedesmal mit BerQck- 
sichtignng der folgenden: 

»'iJ/i +«'j!'s + ■ ■ ■ +w'«y« =0, 



u',yi(*-«+M',ft<"-'"-{- ■ ■ ■ +M'„y„("-«-0, 

„',y,C«-i)+„',j,,(«-i)+ . . . +M'„j/„("-it+(M,y/'')+«jy,(")+. . •+«„i/„("))=0. 
Würde nun die Determinante A identisch verschwinden, 
so wäre auch identisch: 



»,'"■ 



s. 


■y. 




\/, ■ 


•»'. 




-*)y^{»~t) . 


■y,<- 


-») 


1 J.« • 


■yn'" 
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Also ist auch 

«1 yi""' + «ift'"' + ■ ■ ■ + ««W"* " 0. 

Mithin heBtehen die Qleichungen: 

«'i^i +»'»% H f-M'„i/„ =0, 

«'iJ^i + «Wt + ■ ■ • + M-y'- = 0, 

„'^yj(— 1) + «',y,(«-i> + ■ ■ ■ + K',y„<"-»l - 0, 
and BUB diesem Gleichnngssysteme, znsuiiiiieu mit dem Systeme 
fOr die Fonktiou u folgt, dals 



Bezeichnet mm den gemeinsamen Wert dieser Qnotienten 
mit ff, so ist: 



JV' 



Jo*' 



.u„=Cne- 



/^dx 



Es besteht also zwischen den y eise Identität der Form: 

wo die Konstanten C nicht alle identisch verschwinden, und 
das widerspricht der Voranssetzung. Also kann Ä nicht identisch 
verschwinden, tmd Satz IV ist bewiesen. Umgekehrt gilt: 

SatB Y. Sind yi, j/j, . . - ya< » limhiionen, deren Satipt- 
determinanie nicht identisch verschwindet, so Jnlden diese FttnkHonen 
ein Fundtanentalsystem. 

In der That, bestünde eine Identität: 

so würde durch (n — l)-malige Differentiation dieser Oleichni^ 
ein System der Form (2) entstehen, in welchem nor die C 
statt der m stünden. Daraus würde aber folgen, dals A 
identisch verschwindet 

Wie wir gesehen haben, hat A die E^nschaft, dals: 

»1 
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igt. N^immt man nun an, dafs y^, y^ ...y„, n Lösungen von (1) 
sind, die ein FundamentalsyBtem bilden, so ist: 

yf> - - P,y!'-» - P,yf—>' P.g, 

Es folgt also: 

y, ■■■«• 

«,<-»■■■ gj-" 
Denmadi wird: 



fflr • — 1, i 



oder: 



:&■ 



-/-.' 



dx + IC oder A = 



Hieraus erkennt man: 

Sats VT. Rat mcm n Läsungm der linearm Differential- 
gUUimng (1) ausfindig gemachi, derm Saupideterminanie für 
irgend ein bestimmtes x, für das P, nicht singulär ist, mckt 
versckmndet, so Inlden die n Löstmgen ein Fwndamenixüsystem. 

Zum Schlüsse dieser Nummer beweisen wir: 

Sats vn. Sind y^, y^,...y„, n Löstmgen von (1), die 
ein Ihmdamentalsystem bilden, so ist jede andere Lösung y von 
der Form: 

y==Cjy^+Cay^ + --+C„y„, 

tvobei Gl, C^, ...C„ unUhikliche Konstant^i sind. 

Biese Eigenschaft ist evident für den Fall » = 1 ; denn 
hier ist die DiÖerentialgleiohimg: 



Daraus folgt 
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DenmaolL genagt es, zu beweisen^ dalä unser Satz auch 
bei Oleichnng^i tou der Ordnung n gültig bleibt, &11b er für 
äleiehnugen von der Ordnung n — 1 gilt. Nehmen wir also 
an, daJa der Gleichung 

dnreh eine Funktion ff » y^ genQgt wird, und machen wir 
die Snbstitation 

y = y,«, 
also: 

80 entsteht, wenn man diese Werte in die Differentialglei- 
chni^ (1) Bnbatitaiert, eine Differentialgleichung ftlr e, die 
wir mit (la) uns bezeichnet denken, Ist nun y ii^end eine 
Lösung von (1), so iet e = y-yi eine solche von (la), und um- 
gekehrt, ist e irgend eine Lösung von (la), so ist y >= y^e eine 
solche von (1). Der Koef&zient von e wird nun in (la) gleich: 

■^ + -^^i j^=r + ■■■ + ^"-^ äx + ■*^"J'i' 
also der Annahme nach gleich null Setzt man also 



so erhält man eine lineare Oleichong w — 1**' Ordnung ohne 
zweites Olied zur Bestimmung von u; alle ihre Lösungen 
werden der Toraussetzung nach durch die Formel: 

M = C,w, + C.M, + ■ . . + a.M„_, 

dargestellt, wenn Uj, u,, . . . u^—i ein Fundamentalsjstem bilden, 
folglich ist jede Lösung e von der Form: 

e=C^+Ci jv^dx + GsjUjdx + ■■■ + C„ 1 u„-idx. 

Digimed bvGoOgIc 



Lineare Differentiolgleiohtiiigen. Graudlagen. 209 

Für y erhält mtui daher den Ausdmck: 

y = CiÄ + Oit/i I u,dx+ Cgyi I Ujdx + 1- C„yj_ I u„-idx. 

Die Faktoren, mit denen C^,. ..€„ mnltipliziert erscheinen, 
Bind Lösungen ron (1). Bezeichnet man sie mit y^,...y„, so 
wird daher: 

y = c^yi + C^yt+--\-Gnyn, 

und unser Satz ist bewiesen. 

769. Integration der nloht homogenen Glelolinng nach 
Lagrange. Wir setzen, am die Formeln absokürzen: 

und betrachten die Gleichnng m**' Ordnung: 

(2) ^(!i)-r, 

deren rechte Seite eine gegebene Funktion von x ist. Kennt 
man das roUstiindige Integral der Gleichung 

(3) «W-0, 

SO kann man stets durch blol^se Qnadratnren das der Glei- 
chung (3) ableiten. 

Es sei 
(4} y=C,tf,+ C,y,+ --+ay. 

die Tollständige Lösung von (3), Ci, C^,...C„ seien will- 
ktlrliche Konstante und ^j, yj, . - • y„, n Lösungen von (S), die 
ein Fundamentalsystem bilden. Ersetzt man jetzt die Gröfsen C 
durch willkürhche Funktionen von x, so kann die rechte Seite 
der Gleichung (4) noch jedwede Funktion darstellen, und 
folglich ist sie auch geeignet, das allgemeine Integral der 
Gleichung (3) auszudrücken. Man kann dabei noch für » — 1 
der Gtröl^sen C willkürliche Funktions werte wählen, oder 
zwischen ihnen n— 1 Delationen festsetzen, denn aolai^ eine 
der Grö&en willkürlich bleibt, thun wir nichts anderes, als daTs 
wir an Stelle von y eine neue, unbekannte Funktion einführen. 

Serrel, mS- s. lutegikl-Beslinaiig. m. S, Aufl. 14 
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Differentiieii man nun die G-leicbong (4) unter der An- 
nahme, dalÄ die wiUkürlidien Groben Tariabel sind, so folgt: 

55 = ^1 d^ + '^»d^ + -'- + ^-55' 
, ttC. , dC. , , dC^ 

und da wir noch n — 1 Relationen einfahren kSnnen, so setzen 
wir znerst: 

folgUch wird der Wert Ton ^ ein&ch gleich: 
dy ^ p dtf „ dst , ,p ^y» 

80 dals er die nämliche Form hat, wie bei der Annahme 
willkürhoher Eonstanten. Wir bilden nnn in ähnlicher Weise 
die folgenden Ableitungen TOn y, bis zu der Ableitong n — 1*" 
Ordnung, indem wir dabei zwischen den willkfirlichen Funk- 
tionen C immer die Helationen festsetzen, welche notwendig 
sind, damit die Formeln fOr diese Ableitungen die nämlichen 
sind, wie bei der Annahme willkflrlicher Eonstanten. Diese 
Belationen sind dann: 

W, , dC. , , dC^ 

5S- + Ä-5F + ■■■ + !'- dF=-*>' 



(5) 



dy, dC^ dth dC^ . ,^^ ft 

da; d« "^ das d« "* "^ da: dx "• 



-'y. dC, d— V, dC, ^ Vn '^^"^0 

daf—* dx '"' daf—' dx "^ "^ da:"-* dir ' 

und gleichzeitig erlült man: 

tf-C^tft+G,y,+ -+C.y„ 

,dv. 



(6) 



^ dx ' * dx ' ' " ' 

- ^1 dir + t-s d^ 
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Nun .mttssen wir noch den Wert von j-^ bilden; dabei 
kennen wir nun nicht mehr eine neue Relation zwiBcben den 
villkfirliclien Funktionen einfObren, und so liefert die letzte 
der Öleicbungen (6) durob Differentiation: 



(7) 



J— 'y, de^ J— 'y. dC, dr-^S, ^ 

' A,JI—1 Air. ' J,^ — 1 tlr. I ■ ■ ■ T . j, — 1 j_ ■ 



Wir BubetituiereD nun in die Qleicbnng (2) die Werte 
Ton y und seinen n ersten Ableitungen, die aus den Glei- 
chungen (6) nud (7) folgen; es wird: 

Ci«(yi) + C,«(y,) + ■ ■ ■ + Cn9(y~) 

d— V. dc, d— 'ff. dc. ■ <r-'y„ dc„ 

d»"-i dx ~^ daf—^ dx '^ "^ daf^^ äx 

Die Groben ^(yO, <P{jri), . .■ ^Cy«) sind nou aber der 
Annahme nach null; also wird: 

,«s <f-v do, d"-ff. ic. »f-V, «ig, _ 

W da:"-» da: ^ dai"-> Ä« ^ ^ da?"-» da: 

Da unn die Determinante A der Funktionen y^^-y^ 
nioht identisch verschwindet, weil diese ein Fnndamentalsystem 
bilden, so lassen die Oleichongen (5) and (8) die Werte von 

dC, dg, iCn 
dx dx dx 

als Funktionen von x berecbn^L 

Um diese Werte zu bilden, addieren wir die Gleichungui 
(5) und (8), nachdem wir die ersteren zuvor mit den Faktorm 
J,, >li, ... In—t multipliziert haben, and setzen allgemein: 



(9) 


»■(»)-«.» + ». f|+- 


+'-^+& 






Mim erUilt: 












(10) 


^wS 


+^wS 


+ ■ 


+ »(!>.) 


da: '■ 
14* 
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Um den Wert von -j— zu erhalten, mujji maiB die Fak- 
toren Z 80 bestimmeii, dals 
(11) 9'(P.) = 0, y(y,)-0,...y(t/*_,) = 0, 

v(y*+,) = 0,...y(j/,)=0 
iet, al9duin.i8t: 



(12) ifl, -Ti(y*)' 

wobei qD*(yi) den Wert bezeichnet, welchen (p(yt) annimmt, 
wenn die KoefEzienten l den Sleichnngen (11) genügen. Ist 
also Ct eine wülkürliche Konstante, so wird: 



J 9'i 



-1 , I Vdx 



Setzt man demnach: 



SO ist die vollBtändige Lösung der Gleichung (3): 

y = X + c^yj + c^y^ ■] f- c„y„; 

sie setzt sich also aus der vollständigen Lösung der G-leiehung (3) 
und einer partikularen Lösung X von (2) zusammen. 

770. Integration der nicht homogenen aieiehung nach 
Caaohy. Die Methode, welche wir hier nach Lagrange 
«itwickelt haben, beruht auf der Variation der willkürlichen 
Konskmim und besitzt eine weittn^ende Bedeutung in der 
Analysis; sie hat uns eine sehr elegante Lösung der gestellten 
Aufgabe geliefert. Ein anderes Verfahren, welches Cauchy 
angegeben hat, ist aber gleichfalls bemerkenswert. 

Es handelt sich nm die Integration der Gleichung: 



idbyGoOgIc 



Lineare DifFerentialgleichiuigen. Grandlagen. 213 

deren rechte Seite wir mit F{x) bezeichnen, and wir nehmen 
an, dalä das TollBtändige ^tegral y^Y der äleichaog: 

bekannt ist. Die n willkürlichen Konstanten, welche in Y 
enthalten Bind, können bo bestimmt werden, da& fOr x = a 
die Gleichongen bestehen: 

(3) r=o, g=o,...fn;|-o «nd gJ-JW. 

Alsdann wird die Gleichung (1) befriedigt, indem man: 

(4) y =yv, 



' Yda 

setzt. 



In der That, man differentiiere die 61eicbnng (4) and be- 
zeichne mit (Y) den Wert von F filr a = a;, ao ist: 



^=/|f.. + (D, 






Demi die Qleichnngen (3) bestehen identisch in a, wenn 
man x dnrch a ersetzt; also anch identisch in x, wenn man a 
durch X ersetzt, iind folglich ist {Y) identisch nnll. 

Ebenso werden die Ableitungen 

dx*' '" dx^—* 

fllr a = x nnll, nnd sonach erhält man durch aufeinander* 
folgende Differentiationen: 



^dbvGooglc 



(6) 





-J ^■'•' 



>—• J dl!—' ' 



BclilielBHch ergieH eine neue DifFerentiatioD: 






d<x + \ 



I bedeutet den Wert Ton 



düf- 



^a a: =- ct. Diener 



{^. , 

Wert ist aber gleich F(x), weil der Annalime nach ' 
sich für x = a auf F(a) redaziert; also erhält man: 



(') 



0-/|^..+^(»). 



Werden die Werte Ton 






ans den Gleichungen (4), (5), (6) und (7) in die ßleichnng (1) 
sabstitaiert, so bekommt man: 



/(! 



■ p.-r~+p.T)d« 



xmA diee ist in der That eine Identität, weil der Koeffizient 
von äa nnter dem Integrale der Annahme nach verBchwindet. 
Sonach kennt man eine LSsnng der GMeichtmg (1); bezeichnet 
man dieselbe mit X imd setzt dann y^X-\-e, so hat e der 
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Differential^eichang (2) zq genügen, wie man ftne der Snli- 
atitation Ton y nnd Beinen Ableitungen leicht findet. Darans 
folgt, dafa man das rollsfändige Integral der Gleichnng (1) 
durch Addition toq X tmd dem Tollständigen Integrale der 
Gleichnng (2) erhält. 

77L Bednktion der Ordnimg durch partUmlare I^nmgen. 

Erate Uethode. Wir setzen, wie in Nr. 769: 



Pi,...Pn, V Bind gegebene Fonktionen von x. Das to1I< 
ständige Integral der 61eichimg 

(2) »W-F 

wird, wie wir Bähen, durch Quadraturen erbalten, sobald mau 
die Tollständige Lösung der Qleichnug 

(8) »W-O 

kennt, oder, was auf das iwmliche hinauskommt, sobald man 
n partikulare Lösungea dieser Öleichong kennt, welche von- 
einander linear unabhängig sind, also ein Fundamentalsyatem 
bildm. Dieses Besultat wollen wir nnn veral^emeinem, indem 
wir beweisen, dal^ die Integration der äleichong (2) nor 
noch die Integration einer linearen äleichong von der Ordnung 
n —p erfordert, sobald man p partiknlare Lösungen der Glei- 
chung (3) kennt. 

Ist ^ne partikulare Lösung ^^ der Gleichung (3) bekannt, 
so hat man eine allgemeinere, indem man 

eet^i wobei C^ willkürlich ist; betrachtet man nnn C^ als eine 
Tariabele, so kann die Gleichnng (4) die allgemeine Lösung 
der Gleichnng (3) darstellen; hierzu dient die lUunUche Trans- 
formation der Yariabelen, wie in Nr. 768. Die Gleichnng (4) 
giebt durch Differentiation (Nr. 73): 
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(5) 



d«' ~ J d** ■•■ '^ d« d« "•" ^^ dx' ' 



^V^pdry, «dC, d"-'y, n(t.-l) ■fC,.r-'y, . d"fi 

daf ' daf t- dx djf-^ '^ 1-2 dx' daf"-» "*" """^^diB" 

und da ^(y^ der Annaliine nach nall ist, eo erhält man durch 
die Snbstitation der Werte (4) und (5) iu die Gleichung (2) 
eine Qleichnng ron der Form: 

*■ ■* dar ^' d3f~^ TV--! g^ ', 

wobei Qt, ... Q„^i bekannte Funktioiien von x sind. Die 
Gleichung (6), ans welcher man den Wert Ton Cj zn bestimmen 
hat, ist linear und von der n**" Ordnung. Da sie aber nvir 
die Ableitungen der gesnchteii FonktioQ enthält and nicht die 
Funktion selber, so kann man ihre Ordnung um eine Einheit 
erniedrigen, indem man 

m ^=" 

setzt; sie wird also: 

(8) £l^ + «.£^ + -+ «.-.»- 1- 

Kanu man die allgemeine Lösung dieser Gleichnng be- 
stimmen, BO erlüilt man aus der Gleichung (7), wram c, eine 
willkfirliche Konstante bedeutet: 

C^ = c^ + judx, 

und schliel^lich giebt die Gleichung (4): 

(9) y = Ci^, + yi / »dic, 

was das voÜBiÄndige Integral der gegebenen Gleichung ist. 
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Denmach \ä&i die EenntniB eines partiknlaren Integrales 
der GFleichimg (3) die Ordnung der arBprünglichen Oleichnng (2) 
um eine Einheit erniedrigen, ohne daTs die lineare Form dabei 
zerstört wird. 

Wir nehmen nnn weiter an, dafe p partikalare Int^p-ale 
der Gleichung (3) 

Vi, yi,--yp> 

zwischen denen keine lineare Relation besteht, bebannt sind. 
Vermittelst des Integrales y^ föhrt man, wie wir gesehen 
haben, die Integration der Gleichnng (2) anf die der Qlei- 
chnng (8) znrQck, die wir torz mit 

(10) W{y) = V 
bezeichnen wollen. Von der Gleichung 

(11) WW-O 

kennt man nnn aber p — \ partikulare Integrale, denn es ist 
ersichtlich, dafa man von der Gleichung (11) zor Gleichung (3) 
dnrch die Substitution 



gelangt, und weil y^, y^, .-■ yp Lösungen dieser letzteren Glei- 
chung sind, so wird die Gleichung (11) dnrch die Werte: 



erfOUt, die voneinander auch noch linear unabhängig sind, 
wenn solches bei den Funktionen ^i, - - - yn der Fall ist. 

Man kann nun auf die Gleichung (10) alles übertr^en, 
was wir Ton der Gleichung (2) ausgesagt haben; ihre Inte- 
gration wird auf die einer linearen Gleichung n — 2**'' Ordnung 
gebracht, und Ton der entsprechenden Gleichung ohne zweites 
Glied sind p — 2 Linear unabhängige partikulare Integrale 
bekannt. Setzt man dieses Verfahren fort, so erhält man 
schlie&lich eine lineare Gleichung von der Ordnung n — p, 
Tou deren Integration die Lösung der Differentialgleichung 
n*^' Ordnung allein noch abhängt. 
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779. BemerkaugeiL. Die Kenntnia eineB partikalaren 
Integrales y^ der ßleictnng (2) Mhri;, wie wir geeeheu haben, 
die Integration dieser GMeichnng anf die der Gleichnng (3) 
zorfick; mit anderen Worten, sie liefert ein Mittel, das zweite 
61ied verachwinden zn laaBeo, nicht aber die Ordnung der 
äleichimg zu ermedrigen. Hieraus folgt, dalÄ man, wenn 
p partikiilare Integrale derselben Qleiohimg (2) bekannt eind, 
das zweite Glied Terscbwinden lassen and die Ordnung der 
Gleichtmg nm p -- 1 Einheiten erniedrigen kann ; denn ist das 
Integral y, dazu verwandt, nm das zweite Glied aufzuheben, 
BO kennt man p — 1 Integrale, nämlich 

Vt-Vu yi-Pi. ■■■%.-»! 
der transformierten Gleichung. 

Ist das Verhältnis Ton V za P^ konstant, so hat man 
eine LSsung der Gleichung (2), indem man 



setztj diese Gleichung ist also unmittelbar auf die Gleichung (3) 
zurückführbar. 

Endlich sieht man durch die vorstehenden Entwickelungen 
direkt ein, dals die linearen Gleichungen keine Bingolären 
Integrale besitzen, falls ihre Koeffizienten in der ganzen Ebene 
eindeutige Funktionen sind, die nur an einzelnen Stellen 
sii^oläre Punkte haben. Denn wir haben gezeigt, da&, wenn 
j/j eine Lösung der Gleichung 

«W-o 

ist, jedes Integral in der Form 

dargestellt wird, y^yi ist also ein partiknlareB IntegraL 
Desgleichen wird, wenn y^ eine Löenng von 

bedeutet, das allgemeine Integral dieser Gleichung von der Form: 

so dafs also auch ^q ein partikulares Integral ist. 
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778. Bednktiou der Ordnung. Zweite Uethode. Die 

im Torigeu Abschnitt ansgefUhrte Redaktion ISüat sich noch 
in einer anderen, konziseren Weise ausfahren, die tms ein 
neaes Beispiel von der Variation der willkfirlichen Konstanten 
liefert 

Die Gleichung »*" Ordnong sei 

(1) ««-'', 

and es seien j) partikolare und linear nnabhängige Lösangen 
der Oleichang 

(2) «(y) = 

bekannt. Man erlüUt eine allgemeinere partikulare Löaong 
der Gleichung (2), indem man 

(3) y-C,3/,+ Ciy,+ -+C,yp 

setzt, wobei C^, Cg, . ■ . Cp willktlrliche Konstanten sind. Be- 
trachtet maa dieselben aber als Variabele, d. h. als Fonktionen 
von X, so kann die Gleiidinng (3) aach die Tollständige LSsnng 
der DifFerentialgleichai^ (1) darstellen; man kann dabei noch 
p — 1 willkürliche B«lationen zwischen diesen Grölsen an- 
nehmen. Indem wir non ebenso wie in Nr. 769 vorgeben, 
werden wir diese Relationen so wählen, dals die p — 1 Ab- 
leitungen von y die nämlichen AnsdrQcke gewinnen, wie wenn 
die willkürlichen Grölken konstant sind. Wir setzen also: 
da , dC. , , äC. „ 



(4) 



äy^ dC^ , dy, dO^ ^Vp dC^ ^ 

dx dx dx dx dx dx 



d'-'y, dC, d'-'ih dC^ d" Ny JQ, 

dxf-* dx """ dxr—* dx "^ '' dx'—* dx 



•anA dann wird: 



(6) 



3i" 




■+C,y, 
+ +0, 


dy. 


df- 
dxt 




+ ■ 
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Ferner setzen wir: 

da;'— ^ «i« Ä«''-' d« '" (ia;P— ^ d« ' 

datP dx "^ dx^ dx '" AxP dx " 



d"-'y. dC, , d— ^y. dC. . . -f Np dCp 



iiT"— • da: da?"— ^ da; 
and schreiben nocli zur Abkärznng: 



(') 



-j- - . -.L -Uf.^ 



1 z 


= ", 






■Zl 


=£+ 






z. 


"S+ 




+ «., 


z. 


d"- 


^ 


H 






Indem man nun die letzte der Gleichnngen (5) differentiiert 
und alsdenn die Differentiation wiederholt bis zur Ordnung 
w — j» + 1, bekommt man die Gleidiangen: 

i'M _ r, i'y, , r «'!'. , j_r '''•■ j. 7 



55; ^ ■ "55^ + ''■ di^ + ■'+''' ^^ + •^"-'' ■ 

Substituiert man nun in die Gleichung (l) die Werte 
Ton y und seinen n ersten Ableitungen aus den Systemen (5) 
nnd (8), so erhält man, weil j/j, y^, ... y^ partikulare Lösungen 
der Gleichung (2) sind: 
(9) Z„_p+ P,Z„_^_i + • • . + P„-^Z= V. 

Nun bestimmt aber das aus den Gleichungen (4) und der 
ersten Gleichung (6J bestehende System die Grölsen: 
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als Funktionen Ton der Form 

,,-,-, dC, V- ^<^i -v ^^p -<ir 

wobei die Glröfeen X^, X^, ... Xp bestimmte gegebene Funk- 
tionen TOn X aind, da die GrÖlsen y^, ...yp voneinander 
linear nnabhängig sind; ferner folgt aas den n — p übrigen 
Oleidiongen des Systemes (6): 

(11) Bi = Si^, Zt = ^t^) ■ ■ • «n-p= Ä-J.^j 

wobei !Si, Sii-.-Sn-p ebenfalls gegebene Fnnktionen von x 
sind. Hieraus folgt, daSa die mit Zi, bezeicbneten Oröfsen 
lineare Funktionen von z und seinen k ersten Ableitungen 
sind; mitbin ist die Gtleicbung (9), auf die wir die nrsprüi^- 
lißbe zurilckgefahrt haben, eine lineare Qleicbung von der 
Ordntu^ n—p. 

Die allgemeine Lösung der Gleichung (9) enthält n —p 
willkürliche Konstanten; ist diese Lösung bekannt, so hat man 
nach den Gleichungen (10): 



V f X^edx,Ct=c^-\- 1 X^Bdx,...Cp=Cf\- j X^gdx; 



(12) (7, = c,+ 



c,, c^, . ..Cp bezeichnen p neue willkürliche Eonstanten. Ver- 
mittelst dieser Werte der C ergiebt die Gleichung (3) die 
vollstäDdige Lösung der uraprünglichen Differentialgleichung; 
sie enthält n wiUkOrliche Konstanten. . 

774. Anwendung auf Gleiohnngen sweiter Orduime. 
Die lineare Gleichung zweiter Ordnung ist von der Form: 

(1) g+^.^ + ^.i'-''. 

P^, Pj, y sind gegebene Funktionen von x. Kach der all- 
gemeinen Theorie (Nr. 771) hängt die Integration dieser 
Gleichung nur noch von einer linearen Gleichung erster 
Ordnung ab, sobald man eine Lösung y=^y^ der zugehörigen 
Gleichung ohne zweites Glied kennt; da die Gleichung erster 
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Ordnung immer integriert; werden kann, so kann man dum 
anch das vollständige Integral der Gleichnng (1) bestimmen. 
Dieses Integral erhält man folgendermalsen. Es ist der Yor- 
aussetzong nacli: 
(2) ^ 4. p. ^ . 

Subtrahiert man eJbo die Öleichnngen (1) and (2), nach- 
dem man die erste mit y^, die zweite mit y moltipliziert hat, 
80 folgt: 






oder wenn man 
(3) 



dv dy, , d'p (J'y, di 



W i|+-P,»-r!,.. 

Die TOÜBtänäige LSenng dieser Gleichmig ist (Nr. 675); 



(6) 



p/r," 



die äleichnBg (3) ergiebt ferner; 

d^ 

dx y,* 
also dnrch Integration: 

(6) y-Cy, + yJ^,dx. 

Dieser Ansdmck enthält zwei willkürliche Konstanten C 
and Ci- 

77S. Ein Sats von Sturm. Eine Eigenscbaft der Integrale 
der Oleichong ohne zweites Glied; 
^.■pdy 



dx- 



+ P,^ + P,y = 0, 
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welche Sturm bemerkt hat, Tollen wir hier noch angeben- 
Es seien yj und y^ zwei partikulare Integrale, mit denen man 
das Tollfitändige Integral zusammenBetzen kann. Es ist dann, 
wie eben bewiesen wurde (siehe anch den allgemeinen Deter- 
miuantensatz der Nr. 768); 

Hieran« fo^, daCs die Funktion 

»i Ax ^ dx 

immer dasselbe Zeichen hat, bei allen re^en Wertra tou %, 
solange wir ein Intervall betrachten, in welchem kein eii^olärer 
Punkt der Funktion P, gelegen ist, und in welchem also y^ 
und y, ebenfalls regulär sind (vergl. Nr. 796). In solch einem 
Intervalle können auch y^ und -^ oder y^ und -~ nicht 
gleichzeitig verschwinden. Nehmen wir an, dals 

ist. Wenn die Funktion y^ fOr a: = o und fOr a: — 6 ver- 
schwindet, 80 hat man fQr den einen sowie fSr den andern 
dieser Werte von x: 

fol^ch sind y, und —^ von entgegengesetztem Zeichen. Es 
sei nun 6 > o; wenn x von a bis & wächst^ so ändert -^ sein 
Zeichen für einen bestimmten Wert a Ton x\ folglich mulä 
auch y, sein Zeichen ändern, bevor x = & wird. Wenn also 
die Funktion y^ rt^olär bleibt, so muTs sie fOr einen Wert 
von X zwischen a und h verschwinden. Ebenso erkennt man, 
dals yi, wenn es regulär bleibt, notwendig fHr einen Wert x 
verschwindet, der zwischen 3 NaUstellen von y^ liegt. 

Hieraus folgt, dab, wenn x wächst und dabei ein Intervall 
dorchUnft, in welchem kein singulärer Punkt von P^ gelegen 
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ist, die Werte, für welche die Fanktioneii y^ und y^ Ter- 
Bchwinden, abwecIiBelnd aafeinander folgen müssen. 

% 2. Konstante Koeffizienten. 

776. Die ohar^teriBtiBohe Gleichmig. Wir setzen wie 
in Nr. 769: 

P,, Pg, . . . Pn seien Konstauten oder Funktionen Ton x; femer 

setzen wir 

(2) fir) = f' + P.»-- 1 + - ■ ■ + P„_ir + P„, 

wobei die Konstante r noch nnbestimmt ist; ersetzt man y 

durch die Exponentialfanktion e", so wird 

(S) «(«'■) -e"/(r). 

Diese Oleichui^ (3) ist eine Identität; wir differentiieren 
sie Ämal in Bezng anf r; die Ableitung h^' Ordnung der 
linken Seite wird: 

Die Ableitung h*^ Ordnung der rechten Seite erlüilt mau 
nach der Begel für die Differentiation eines Produktes in 
Nr. 73. Indem man die successiTen Ableitungen des Polynomes 

f(r) mit f'(r), /■" (r), ... bezeichnet, ergiebt sieh: 

(4) ^(:c*e")-e''[r'-Kr) + hxf''^\r) + ^^xY''-'Kr)+-'+^f{r)} 

Wir betrachten nun die lineare Gleichung n"' Ordnung 
ohne zweites Glied: 

(5) *M-o, 

und gleichzeitig die entsprechende algebraische Gleichung 

(6) /-«-O, 

welche die zugehörige charakteristische Gleichung genannt wird. 

Wenn diese letztere eine Wurzel r^ besitzt, die keine 

Punktion von x ist, so erkennt man aus der Gleichung (3), 
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dab die DifFerentialgleich,iuig die partikalare LSaniig y^e^" 
hat. Ist femer r^ eine vielfache Wurzel und bezeichnet (l den 
Grad dieser Yiel&chheit, so bestehen anch die Oleichnngen: 

/"(»•,) = 0, f"{r,) = 0, . . . /^-«(rO = 0; 
folglich ei^ebt die Oleichni^ (4) für die Werte Ä = 1, 2, . . . (t — 1 : 

vorans folgt, dals die Gleichong (1) die n Lösnngeu 



«(f'- 



s^e^' 



.scf^-^e'" 



znUilst. 

Sind die Koeffizienten P^, P,, . . . P„ konstant, so hat die 
charakteriBtische Gleichnng n, von x auabl^ngige Wurzeln, 
und. folglich erhält man den Satz: 

Satz. Für eine lineare homogene Diff^entkUgleichung 
n*" Ordmmg mü Jconstanten Ko^fiimnten iesUmmt jede Wttrzd 
der ^ua-aJiteristischen Gletehung so viele pco'tikulare Lösungen, 
als die Ordnung ihrer Vidfachheit beträgt. Es ist also die 
gesamte AneaU dieser partibulta'm Integrale gleich der Ordrnmg 
der Diff&renüalgleichvng. 

777. Das ipnTi ^ aTt^antiti «jafaim Wir behaapten: 

Die n soeben gefwndmen Dismgen bilden ein Fitndtanental- 

system. * 

Sind nämlich 1. die n Wnrzeln von /'(r) = sämtlich 

voneinander verschieden, so sind: 

y, =■ e^", y, — e^"', . . . y« = c^' 

n LSsimgen. Ihre Haaptdetermiuante: 



Vi 



■y- 



versohwindet nicht; denn sie ist gleich dem Produkte aas den 
Diff^eozen der Werte r. 

Sairat, DIll-n.IiitsgnI-Btoluinog. HL I. Anfl. 15 
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Damit ist also bewieBen: Sind die Werte r,, r,, . , . r, alle 
voDeioAoder Terschiedm, so beateht zwischen den Fonktionen 
^■, ^»"i . . . ef"" keine Identität von der Form: 

wenn die Koeffizienten ai...an Eonstante sind, die nicht 
sämilicli den Wert null haben. 

Sind 2. allgemein h Terschiedene Wurzeln toq den 
Ordnungen fi,, ft,,...ii^ vorhuLden, bo hat man den Satz za 
beweisen, dab keine Belation von der Form 

Pie'^' + P,e'-"+ ■ ■ ■ + Pm^i>'~0 

mS^ch ist, wenn i»!,^, ,..p4 Polynome vom Ch«de ft — 1, 
fi, — i , . . . /ift — 1 mit beliebigen Koeffizienten, die nicht 
sämtlich gleich null eind, bezeichnen. Der Beweis lälst sich 
folgendermaßen führen: Angenommen, es gäbe solch eine 
Belation, aladanyi differentüere man dieselbe h — Imal nach- 
einander; setzt man dann der Kllrze wegen: 

so erhält man ein System Ton h Öleichungen, nämlich: 

^ p,e'-'' + p^e"-'' -i f-i'Ae'*"=0, 

JPi'"e"'* + jP!"'«''' + - . - + p^W^h'= 0, 

Da diese Gleichungen bei allen Werten Ton cc bestehen 
sollen, so mols auch die Determinante: 



|),(*-1) D.(*-» . 



■i)**"- 



identisch, d. h. bei allen Werten von x Terschwinden. Der 
Koeffizient der höchsten Potenzen von x in dieser Determinante 
wird aber, abgraehen von den eingeführten konstanten Faktoren: 
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Tind TO'sdiwindflt, da die Werte r^, r^,...rj, Toaeioander 
reracliieden sind, nicht. 

778. D'AlemtieTtB Ifetliocle. Wir haben vorhin be- 
wiesen, daÜB jede Wotzel 'der charakteristischen Oleichimg 
ebenso viele partiknlare Integrale liefert, als der Gnd ihrer 
Tiel&chheit beträgt. Doch Bl&t sich der Übergang von den 
ungleichen Wurzeln zu den vieliachen auch leicht vollziehen 
ohne dieeen Satz, indem man eine allgemeine Methode von 
d'Alembert benutzt, welche bei verschiedenen Problemen der 
An^ysie von Wert ist. Es sei wie gewöhnlich 

(1) »M-o 

die lineare nnd 

(2) /(r)-0 

die charakteristieche (Gleichung. Wir wollen zanächfit annehmen, 
daä diese eine einzige vielfache Wurzel r^ besitzt, nnd da& 
der Grad ihrer YielÜEicliheit 2 ist Wir bezeichnen nun mit 

(3) ?F(,)_0 

die lineare Differentialgleichnng, welche zu der oharakteriBtischen 
Qleichnng: 



gehdrt, wobei h eine beliebige Zahl ist. Da diese Gleichui^; 
keine viel&chen Wnrzeln besitzt, so ist das vollständige Int^;ral 
der äleichnng (3): 

y = C,e'»'+ Cie('-'+»"+ Cf,e'--+ • ■ ■ + C«fi^«'. 
Nun ist aber: 

imd Betzt man 

C,+ C,-Il„ C,h-D„ 
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HO wird der Wert von y: 

y = e^'' (a + A«+ AAfr + " ") + ^>^''' + • • ■ + c^.c'-"; 

Z>i und i7, sind zwei irillkflTliche Konstaaten, welche man 
statt Gl nnd Cj einfOlireD und von h aDa))li3ngig annelunen 
kann. LHiat inan nun h nnU werden, so geht die Oleichnng (3) 
in die Oleicbaug (1) über; zngleich wird der vorstehende 
Wert Ton y: 

y = e'-''(i)i + ö,«) + C,c'-''+ ■ + Cne«', 
was mit dem &Qheren B«BuItate fibereinstimmt. 

Nehmen wir nnn an, dafe die oharakterifitiBche Gleichung 
drei gleiche Wtuzehi r^ hat; die Gleichnng (4) hat ftlwdftim 
zwei Wnrzehi gleiidi r^ und eine Wnrzel r^ gleich r^ + Ä; 
die allgemeine Lösung der Gleiehong (3) ist folglich: 
y = (Dj + D,a:)e'--+ CiC<'^+«"H h Cntfn'. 

Entwickelt man ef" in eine B«ihe nnd setzt dabei: 

80 folgt: 

Wenn nnn h nach nnll konvei^ert, so erhält man als 
Gh-enzwert: 

y = (£, + ^,3; + E^x^e'^'-\- ■■■ + C„^-', 
und dies ist das Integral der linearen Oleiehni^ in dem Fall 
einer drei&ohen Wurzel r,. 

Indem msn so fortfahrt, erkennt man, dals, wenn ft^ den 
Grad der Tiel&chheit der Wnrzel r, bezeichnet, das voll- 
ständige Integral die Form bekommt: 

wobei Pi ein beliebiges Polynom in x vom Grade fi — 1 ist; 
verfährt man ebenso in Bezog aof die anderen vieUbchen 
Wurzeln, welche die Gleichung f{r) = enthalten kann, eo 
erhält man vollständig das Besoltat, za dem wir in Nr. 776 
gelangt eiud. 
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779. trntenolieidimg von reellen nnö komplexenWnndn. 
Wir haben bisher keinerlei YorauBBetzimg über die Art der 
Wurzeln der oharakteristiBchen Gleichung gemB«ht. Sind die 
Koeffizienten derselben reell, so treten im allgemeiuen konjugiert 
komplexe Wurzeln in den Oliedem der Integralgleichung auf; 
man kann diese jedoch aof eine reelle Form briug^i. 

Sei . 

nndeeien -,^=„ + i^, r, = a-i^ 

zwei konjugiert imi^pnäre Worzebi; sind dieselben ein&che, 
so gehören zn ihnen in dem Integrale die Olieder: 

C,c""(c08 |3a: + t sin jJa:) + C,e"'(cos /3a: — » sin (Ja:), 

die man durch 

( J. C08 jSa: -f B sin ßx)(f" 

ersetzen kann, wenn TniLn 

A-C^ + C,, B-(C,-0,)i 
setzt. Auch ItAnn nian 

A = Gco8g, B = — Gtäa.g 
einführen, eo dalB die beiden Tenne den Wert: 

annehmen. G und g sind nlailaTin die beiden willkfirlichen 
Konstanten. 

Man erkennt nun unmittelbar, dals, wenn die beiden 
konjugierten Wurzeln r^ und r, Tiel&che von der Ordnung p, 
sind, im allgemeinen Int^prale die Glieder auftreten; 
«"[GcoB(jJa!+?) + ff,a:cos(/3a:+ff,)+-+ö^-ia>"-^co8(j3a:+5'^_i)]; 
Q, 6^ ... Qfi—t, g,gi...gti—i bezeichnen 3 n willktlrliche 
Eonstanten. 

Für die Gleichnis 

z. B., welche wir schon in Nr. 747 behandelt haben, wird 
die charakteristisf^e Gleichung 

r» + «» = 0, 



.d.vGooglc 



230 FflnfteB EapiteL 

and lüeraoB folgt 

r = ±in; 

das ToUständige Integral wird aLw: 

y — Ä HOB nx + B amnx oder y = QcoB (nx + g). 

780. Aosdelurang der ^tegratloiumethode fOr konstante 
Eoefflsienten anf einen TaU von variabelen KoefOilenten. 

Der Satz der Nr. 776 ist bisweileu anch anwendbar anf 
lineare Gleichungen, in denen die KoefSzienten nicht amtlich 
konstant sind. Wir wollen hier^ ein Beispiel geben. 

Für die Öloichung Tierter Ordnung: 

S-(« + 3)g + »(«+l)S-(3«+l)i| + «»-0 
ist die eharakteristiBche Gleichnng: 

(r-l)'(r-a:)=.0; 
sie hat drei gleiche Wurzeln mit dem Werte 1, and folj^di 
wird der Differentialgleichung genflgt, wenn man 

setzt. Da nnn drei partikulare LSsongen bekannt sind, so 
li:aim man die Qleichung auf eiue lineare erster Ordnung 
bringen, und sie folglich volIstSndig integriwen. Ibn gelimgt 
indessen noch leichter zu diesem B«8altat, wenn man blols 
aieL5.mg ^_^^ 

anwendet. Betrachtet man C als variabel, so erMIt man Mr 
die Differentialgleichung: 



"'^-0, 



55f ^ ^' -^ 5^5 



setzt: 

||+(l-«)« = oder ~ = ix-\)dx. 
Demnach ist 

lu = - — g-^ + const; 
also 

-(x-l)> 
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Folglich ist: , 

und indem man nach der Methode der Nr. 741 integriert: 

r -i.-i? 

C<=c % ix — «)'e' du + c;, + Ci3; + <^a:". 

Das Tollständige Integral ist also: 

y = {cn+ c^x + c^a^e' + C&' I (x— zye* de\ 



Cg, Ci, c^, e sind vier willkürliche Eonstaaten. 

781. ZTioht homogene aieiohxmgen mit konstanten Eoett- 
Elenten. Um das vollständige Int^p^ der Gleichung 

(1) «W-r 

zn bilden, braucht man nur, wie wir gesehen haben, ein 
partiknlsres Integral di^er Gleicihnng zn kennen, nnd dieses 
zu dem vollständigen Integrale der reduzierten Glleiohnng 

(2) «W-0 

zn addieren. In Nr. 769 haben wir bewiesen, da& man die 
puükolare Löanng dnrch die Gleichnng 



,o\ TT /*F(ia: , f Tdx , , f Vax 



erMlt. In derselben bezeichnen y,, Vir - - • V» partikolure 
Lösungen der Gleichnng (2), nnd fpitf^) stellt die Funktion 

^bJ* + *i d^ + ^ d^ + ■■+*—» dS^ "*■ d^^ 
dar, wobei die KoeMzienten X so bestimmt sind, dafo 

yiCy,) = 0, <pk{yt) = 0, . . . flPi(y„) — 
mit Ausnahme von 
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Dieses Resultat wollen wir nun aof den Fall anwenden, 
dols die Koeffizienten von lP(y) konstant sind, and die 
diarakteristifiolie Gleiohnng keine gleiclien Wurzeln hat. Hier 
iflt yi = ^t' und q>i(]f) ist das Produkt von ^' mit dem 
Polynome: 

Jl, + A^r + a,r> + ■ ■ + in-,*--» + »-- >, 
welches nnll werden muls, wenn man 



mit Ansnabme von vn einsetzt. Hieraas folgt, dale, wenn fir) 
die Fonttion in der charakteristischen Oleichnng hezeichnet: 



Vi(s)- 



: m 



ist, und für y = y* oder r = rk wird: 
Denmach ergebt die Formel (3): 



(4) Z 



-f¥5f'-"-''"'+f^J'"-'^^'+-+mß- 



Man erhält genau denselbm Ausdruck, wenn man die 
Metiiode von Gaach; uiwendet, die in Nr. 770 entwickelt 
wurde. 

Es würde nicht schwierig sein, ans dieser Gleichung den 
Ausdruck abzuleiten fUr den Fall, daTs die charakteristische 
Gleichung viel&che Wurzeln hat; doch halten wir e« nicht 
fQr nötig, diese Untersuchung auszuMhren. Man Idst in jedem 
einzelnen Falle die Aufgabe leicht, indem man die allgemeine 
Formel (3) b«antzt. 

782. Beispiele. 1. Die Gleichung 
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ei^ebt znnäcbst fQr die reduzierte Form die Charakteristik 

f(r) = r*-n*=0, 
also 

r = ±»; 

fo^;lich das Integral: 

y_Cie"+C,e-"". 

ist und 

e-' Vdx ^ + jj e-"-^dx, 

BO erlüUt mait; 

X jl r ^^ I *"' p-"'da» .-"■ /Vi^ 

m cc als Yariabele unter den 

!-'■-' ■ 

VIT? 



oder, wenn man a als Yariabele unter dem Integral einfUlirt: 



Das geflachte Integral ist also: 
2. Die Gleichung 

besitzt ah Charakteristik der Kednziertrai die Qleiohimg 

(r-ny-0, 
und die paitikidaren Integrale dieser letzteren sind 

»! = «"'> y, = a:e"'; 
femer hat man in den Bezeichnungen der Nr. 781 
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Beizt man also: 



•" I Yxe-^dx + xe" j ^ 



Vxe—'"'dx + xe'"l Ve—^dx, 
*•. 
ao erhält man das Tollständige lutegral: 

y~(C^+Cjx)tf"+X. 

788. Bpeai«Ue F&U«. Ohne die al^emeinen Formeln zn 
henatzen, kann man auch in jedem besonderen Fall eine direkte 
Rechnang ansfOhren, nach der Methode, vermittelst deren wir 
ZQ jenen Formeln gelangt sind. 

Wir mtlssmi aber noch zwei FÜle angeben, bei denen 
man unmittelbar znr KennbÜB eines partikularen Integrales 
gdangt. 

Erstens, wenn das zweite Ölied V eine ganze Funktion ist: 

V= A^x* + Ä^xf^ ^ h Af^xx + A„ 

80 wird man 

y = %xf-\- o,«»--! + Y Op_ia: + a^ 

setzen, und indem man diesen Wert in die Gleichnng ein- 
fahrt, gewinnt man j) -|- 1 Oleichnngen, welche zor Bestimmung 
der Koeffizienten a^, aj,...aj, dieneni. 

Zie^tens, wenn das zweite C^lied V die Form hat: 
F=J.cosfi.a; + Bein(t« oder V~Aet"*+ Be-/"", 
wo i die V*— T bedeatet, eo hat man 

y*" a COB ftx + b aia fix oder p = ae"**+ Je—"'* 

za setzen, and man erhält zwei Gleichongen, aus denen man 
die Werte von a tmd b entnehmen kann. Dabei ist indessen 
za bemerken, dals diese Gleichungen auch unendliche Werte 
fOr a und b ergeben können, indem die Koeffizienten von a 
und b in den Gleichungen identisch Terschwinden; in diesem 
Falle muis man die Form des Wertes von y modifizieren. 
Ist die gegebene Gleichnng 
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BO hat man, was auch der Wert von n Bein mag: 

*(öc±"") = ae±""f(± fii) 
and demnach, wenn man nach ± fii differentiiert: 

ff(«a!«±"f 9 =.oe±*'"l/(± iii) + xf(± iti)], 



Kach diesen Formeln kann man, veaus. f(± fti) nicht 
null ist. 

geizen, oder, waa aof das nämliche hinaoBbommt: 

y — d COB |»a; + 6 ain fix. 

Ist aber , , , ^ _ 

f(± /»*) = 0, 

jedoch /''(± iit) Yon nnll verBchieden, so kann mtm 

y = x{a cos fti: + & sin fix) 

setzen n, e.w. 

Wir betrachten als Beispiel die Öleichnng 

^, + y = coix; 
hier ist: 

/(±^.-) = -,*'+!, ;^(±^i) = 2^t, 
und da y. gleich 1 sein mala, so hat man zn setzen: 

y = x(a cos a; + 6 ein «), 
alao: 

■^ = 3;(— o sin a: + 6 cos a;) + (ö cos a; + 6 sin a;), 

j-^ = — x{a cos a; + 6 flin a) + 2(— o sin a: + 6 cob a;); 

sabBtitoiert man diese Werte in die Gleichung, so folgt: 

2(— a flin a; + & 008 (c) — cos i, 
also: , 

»-0, i-i- 

Uan erhält demnach das p^rtiknlare Integral 

1 
-^xsaix, 

and das ToUatindige ist: 

y = C, sin a; + Cj coe a; + -g a; sin a;. 
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784. Ein OlelohmigBtTpiu, der auf konstante KoefiEl* 
Bleuten ntrüokf&lirt. Die linearen Gleichungen, am welche 
es eich hier handelt, Bind von der Fonn: 

Ai, A,,...A», a nad h eind Eonstaaten, die rechte Seite V 
ü^end eine Funktion von x. 

Diese Gleichung kann in eine andere mit konstanten 
Koeffizienten tratuformiert werden; man hat zu diesem Zweck 

oa: + 6 = e* 
zn setzen, nnd t als mtahhüngige Yariabele an Stelle Ton x 
einzofOhren. 

Eb wird: 



a ^ = e* = aa; + 6, also 
and folglich: 



da ax + b 



^9 ^ ** ly 

dx^ ax + b ' dt' 



(,ax+by\< 



4t* dt) 



Snbstitaiert mtm diese Werte nnd mnltipliziert sodann 
die Gleichnng mit (ax + &)", so erhält man eine lineare Glei- 
chimg mit konstanten Koeffizienten. 

Eb ist indessen ni^t notwendig, die Transformation aus- 
zuführen, am das Integral zn gewinnen. Denn sehreibt man 
die Gleichung kurz: 

(1) ««-F, 

80 genügt es, das vollständige Int^ral toq 

(2) «Qf)-0 

ZU bilden, and za diesem gelangt man leicht anf folgendem 
Wege. Ersetzt man y daroh (ax + by oder durch ^'<'"+*>, 
so erhält man ein Resoltat von der Form; 
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wobei f(r) ein ganzes Polynom in r vom Grade n ist. Diffe- 
rentiiert man non diese äleiebnng ft-mal in Bezug auf r, so 
erliält man: 

( 0[(ax + byj^{ax + 6)] 

f^^ j-(oa:+6)'-"[/^«(r)+|i(o*+&)/'<*-'K»')+ " " " +Hax+i)f(r)], 

und es folgt ans den Gleichungen (2) nud (3), daJs einer 
Woreel r, der Gliarakteristik f(r) = 0, deren Viel&chlieit 
gleich n ist, n partiknWe Integrale der Gleichung (2) ent- 
sprechen, i^mlich: 

{ax + 6)'"', 
(ax+by.liax + h), 



(ax + hY'V'-^ax + b). 
Ist rj komplex, so ist (ax + 6)'^' gleich e^i'(ai+t). 
Auf diese Weise kennt man also n partikulare Integrale 
der Gleichung (3), und ans Urnen kann man, wie wir wissen, 
das Tollständige Integral der Gleichung (1) ableiten. 

BeispieL Die Gleichung zweiter Ordnui^: 

gehört zn der behandelten Klasse. Setzt man y^=xr imd 
unterdrückt den Faktor 3f, so erhalt man als charakteristische 
Gleichung: 

»-(»■-l)-(2w-l)r-l-w>=0 oder (r-«)»=Oj 
die beiden Wnrzebi sind gleich h; und folglich werden die 
partikularen Integrale sf, aflx; das vollständige Int^ral ist 

"^' y = af{G^+Ctlx). 

I 3. Lineare Systeme. 
78B. ZUmlnatlouen, erläutert an Beispielen. Die Inte- 
gration it^^d eines Systemes von simultanen Differential- 
gleichungen kann durch Elimination auf die Integration TOn 
einer oder mehreren Differenti^leichnngen gebracht werden, 
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Toa denen jede nnr zwei Tarisbele enthält. Es igt evident, 
daÜB dirae letzteren C^leichnngoa lineHje sind, wenn die Ölei- 
chnngen des Systemea lineare waren. Wir wollen non ztmächst 
zwei Beispiele fSr diese MeÜiode beliandeln. 

1. Es seien zwei Bimult&ne Gleichnngrai 

g^ben; ans der zweiten entnimmt man: 

dt , 

also dnrcb Differentiation: 

dx"^ dx' dx' 
werden diese Werte in die erste Gleichung snbstitniert, so folgt: 

Diese Oleichnng ist eine lineare mit konstanten £!oe£&- 
zienten, ihr entepriclit die charakteristiBche äleichnng 

(r + 2)»-0, 
nnd ihr ToUatändiges Integral ist also, wenn C\ nnd C| zwei 
wiUkürlidie Eonstanten bezeichnen: 

«=.(C, + Cja!)fi-»* 
Hieraus fo^ dann: 

»-Ko.-Ci)-c.*-"- 

2. Wir wollen die beidrai simoltanen Gleichongen: 

integrieren, LSst man dieselben nadi y and -^ anf, so erhält 
man die beiden folgenden: 
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-445^ + 62^ + 9 



Differentiiert man nun die erste derselben nnd Hnbtnüiiert 
Tom BesnltAt die zweite, so folgt; 



3i'- 



f + 28^-26«. 



"J yi+ii 



dt. 



Die charakteristiaehe Gleichung wird hier: 
/■()■)_ r« - lOr' + 29r - 26 - 0, 
alsoiel: /■'(,)_ 3,»- 20r+ 29; 

femer ist, was auch die Funktion V sein mag: 

/e-'T., — i-e-7+i/.-^.f 

Man erkennt nnn leichl:, äaSs man ein partiknlares Integral 
der Gleichung fOr x erMIt, wenn man die Snmme der Werte 
bildet, welche der Anedmck 

9-ar ^, fe-^ät 9 f ät 

2r{8r'-80r + 29)*' J yf+ji 2r(Br'-iOr + mJ yi+f 

annimmt, wenn man für r die drei Wnrzelu 

2, 4+-/3, 4--/3 
der charskteristisclLen Qleichung eiiuetzt. Man bekommt dem- 
nacb das Tollatändige Integral, wenn man bierzn die Snmme: 

addiert, wo C,, 0^, C^ willkürliche Konstanten sind. Nachdem 
sonaidi der Wert von x bekannt ist, findet man den Wert 
Ton y vermittelst einer der beiden obigen tileichnngen. 
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786. BTBteme, die auf lineare xnr&okfCUiren. DifFerential- 
gleichnngflii, welche nicht die lineare Form haben, können 
bisweilen anf diese Fonn dorch EinfKhning nener Variabelen 
gebracht w^^en. Als Beispiel hierfflr betrachten wir die drei 
Differ^itialgleichimgen, welche in der Formel; 



(1) 



dx dy dl 



mithalten eind. Führt man eine nene Tariabele t ein, deren 
Differential gleich ist diesen Yerhältnissen, so erMlt man die 
vier Oleichnngeu: 
,f,\ dx dy de dv 

(ä) 31-»' 3?-'' ITt-»' ii-'-' 

hieraas folgt, wenn man t als die unabhängige Yariabele 

ansieht: 

fn\ dtt A^x d'x 

(3) <, = jj, <-jp, »-3J, 
und 

(4) ^f — 0. 

Die charakteristische Qleichang dieser letzten ist 

r*-l=0, 
also: , 

f = ±i, r = ±/=n: = ±i. 

Die beiden konjngiert imaginären Wurzeln fObren in dem 
Tollständigen Xat^p-ale der Gleichnng (4) das Glied C cos (t — t^) 
herbei, wo C und ^ zwei willkürliche Konstanten sind. Die 
beiden zn den reellen Werten Ton r gehörigen Qlieder kann 
man mit A^—*" und Be-I'-^) bezeichnen, wobei Ä and B 
neue willkürliche Konstanten sind. Da aber die Yuriabele t 
nur durch ihr Differential definiert ist, bo kann man auch t au 
Stelle von t — tf, setzen; folglieh erhalt man, da y, 2, u durch 
die Gleichungen (3) bestimmt sind, das Integralsystem: 

x=Ä^+Be~'+CcQ6t, 
y = Äff— Be—*— Cemt, 
e^A^+Be-'-CcoBt, 
u = A^~Be-'+CBmt. 
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Setzt man 

Bo folgt ans diesem Sjsteme: 

«_(»-,)»+(y-„)', 

ß = {x + ny-(i, + uy, 

y = l(x + y + e + u) + arc tang ^£^. 

787. Das allgemeiue System sweier aieiOhmigeii mit 
Ewei TTnbekannten. Eine bemerkenswerte Methode der Re- 
duktion eines beliebigen Systemes toq simtiltanen linearen 
Gleicdrangen verdankt man d'Alembert. Wir wollen annehmen, 
d&Is das gegebene lineare System anf die erste Ordnung 
gebracht ist, indem man ndtigenMls neue Yariabele ein- 
gefOhrt hat, wie dies in Nr. 733 gezeigt wnrde, nnd behandeln 
znnäohsi den Fall von 2 Gleichongen. 

Die beiden linearen Qleichnngen seien: 

jÜ + Ps+e.-F, 



(1) 



Pf Q, P', Q', V, V sind g^ebene Fonktiouen der als nn- 
abhängig betrachteten Tariabelen x. Addiert man diese beiden 
G-leichongen, nachdem man die zweite mit einem noch nn- 
beatimmten Faktor i multipliziert hat, so erUilt man 

(*) (äl + * S + (^ + '^'>» + (ö + »«■)• - r+ 1 r. 

Wir bezeichnen mit t eine nene Yariabele nnd setzen: 
(3) y + A« = <, 

alao: 

Ersetzt man nnn in der Gleichnng (2) y mid ^ dnroh 
ihre Werte ans den Gleichungen (3) nnd (4), so folgt: 

||+(p+jp')f-»[|i+(p+ip')»-(e+je')]-F+ir'. 
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Man kann nun fiber dem anbestimmten Faktor l ao Ter- 
fligen, dals die Variabele « ans dieser Gleicliang Terschwindet^ 
d. h. also, dals 

(^) ^ + P' i» + (P - ©') A - e = 

wird, und folglich: 

W || + (P+lP')i-F+JF'. 

Diese Gleichung ist linear, und ana derselben folgt durch 
Int^ration: 



(7) 






G+ le"- 



oder, wie wir kurz sohreib^i wollen: 

(8) * = F{x, X, C), 

wobei C eine willkürliche Konstante ist. 

Die äleichnng (5), von welcher X abUlngt, ist nicht linear, 
aber man braucht aach nicht ihr Tollstandigas Integral zn 
kennen; zwei partikulare Integrale X^ und X^ genügen. Denn 
die Werte von t, welche diesen Werten von X entsprechen, sind 

y + X^B, y+V; 
die dleichong (8) ergiebt also, wenn man nacheinander C^ 
nnd Cj an Stelle Ton C schreibt: 

^' h + >,i-Fix,K.C,). 

Jede derselben ist ein hitegral des gegebenen Systemes. 

788. Integraüon des SyatemeB von 2 Olelohangen bei 
konatanteu Eoefflslenteii. Die Methode Ton d'Alembert 
führt direkt zur Bestinunong der Integrale linearer DLfferential- 
gleichnngen, wenn die KoeMzienten konstant sind. 

Es seien P, Q, P', Q' Konstante; wenn die quadratische 
Gleichung 
(10) P'X»+{F~Q')X~Q = 
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zwei ongleiolie Wurzeln hat, l = Jl, und l = lj, bo Iiat man 
die beiden gesuchten LSsnngen der DifferentialgleitiLimg (5), 
indem man l^= l^ nnd X = i^ setzt. Man erhält hier ; 



i = e-<P4-in- 



c + r^'-+^^>{v+ iVydx 



nnd die Qleichnngen (9) werden aleo: 



(11) 









Ist Q = Q, BO ist eine der Wurzeln A,, X^ gleich nnll; in 
diesem Falle ist eine der Gleichnngen (11) daa Integral der 
ersten der gegebenen Qleichnngen, welche die Variabele e 
nicht enthält. Ist F = 0, so ist eine der Wurzeln der älei- 
chong (10) unendlich; dieser Fall ist dem Falle, wo Q = 
istf analog. Die zweite der gegebenen Differentialgleichnngen 
enthält y nicht, nnd lälst also e als Funktion Ton x bestimmen; 
y ist «.ladunTi durch Integration der ersten Qleiohnng gegeben. 

Sind die beiden Wurzeln einander gleich nnd i^ ihr Wert, 
so hat die Oleichnng (5) die Form: 



|| + P'(l-y-0 od« 
Dnrch Integration erhält man: 



Ci-ii)' 



-, + P'dx - 0. 



-j^^ + P'x=G, also i-Jli = pr^' 

wobei Q eine willkttrliche Eonstante bezeichnet Es gentigt 
fSr G zwei partiknlu^ Werte einzusetzen, um zwei ver- 
st^edene Werte fSr X zu bekommen, die wir brauchen. Setzt 
man €^= oo und sodann G^ — 0, so erhält man: 



i-V 



■ii+i 
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tmd die entaprechenden Werte Ton e *• oiud: 

BemerknnS' übji kann auch bemerken, dob die auf den 
beeonderen Fall i^ — li bezüglichen Formehi leicht ans den 
dleicbni^^ (11) des allgemein^i Falles abgeleitet werden 
kdnnen. Denn die Gleichheit der Wurzeln X h5rt auf, wenn 
man die Koeffizienten in passender Weise ändert; za dem 
Zveeke geoügt es, die Oleichong mit 



zn moltiplizieTen. Dabei können wir aber annehmen, dala P 
und P' nicht rerändert sind, dalk sich vielmehr diese Änderung 
nur auf die Koeffizienten Q und Q' erstreckt, die in den 
Gleidinngen (11) nicht vorkommen. Non kSnnen diese Integrale 
dargestellt werden in der Form: 

y + i.« = F{x, X,, CJ, 

y + (ii + Ä)« - F(x, x^ + Ä, Ci + ÄC,), 

indem man C^+ÄCg an Stelle von C^ schreibt. Die zweite 
Glei^ong kann nnn durch 

S- ^ 

ersetzt werden, nnd für den Grenzfall k^O reduziert sie sich 

789. Beispiel. Die beiden, schon in Nr. 785 behandelten 
simultanen Oleidiongen: 

j| + 3, + .-0, |l-, + ._0. 

ei^ben nach der Methode von d'Alembert: 

g + (3-J)i_0, 
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Hieraus folgt: 

■^.-d^ = 0, aUo J-l + gi;. 
Mut Trnnn hier also 

setzen. Sind dann t^, ^ die Werte tou t, welche diesen Werteai 
Ton X raitspreolien, so ist; 

li + 2«.-0, j-l + l^ + iH-O, 

» + »-0,e-", j, + ,-i_0,5^'- 

790, Das allgemeiae System von beliebig vleleu 01ei> 
ohongen. Ea seien n lineare G-leiehongen erster Ordnoi^ 



g +P.W«,+ P,<% + .-.+ P„l«a^,= F„ 



da^ 



(1) 



+ P.W«, + PjWa^ + ■ ■ ■ + PJ-^iXn^ Vn. 

Die Koeffizienten Pi'*' und die rechten Seiten V fdud 
gegebene Funktionen der anabhSngigen Variabelen x. Wir 
addieren diese Gleichnngeu, nachdem wir sie ZQTor mit den 
anbestimmten Faktoren 

Ai, A„...JU-i, 1 
moltipliziert haben, nnd setzen femer 
(2) X^a^+JLtXi + --- + X„-iXn-x+x,= t, 

godann: 

(1,P,0) + A,P,1") + - +!._,?,"- '> + P,C)_S|ä„ 
1,P,(>1 + 1,P,1» + . ■ + »._,P,<— ■! + P,W - ft, 



(8) 



l»,P,I') + J,P.»> +- • • + J._iP.<— >1 + P.W- ^ 
oud 
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rM^^-'ih+-H^- 



dx ) 



i + ¥-a;.= « 



Wir ersetzen non Xn durch seinen Wert ans der Ölei- 
ohnng (ä) tind benatzen die Unbestimintheit der Faktoren X, 
tun die Tanabelen x^, x^,...x„—i zu eliminieren; die Tor- 
etehende Qleichong redoziert sich dann auf 

(6) n + *.'-«. 



nnd man bekommt znr Beatimmiing von X die n — 1 Glei- 
chongen: 



(«) 



+ <^.l,-%-0, 



^ + *,!.-■ -¥.-.-0. 
Die Oleiehong (5) ist linear, aas ibr folgt: 



(7) 



..■■ 



G iet eine willkürliche Konstante. 

Die » ~ 1 Oleicbnngen (6) sind nicht linear; doch genfigt 
es für onBem Zweck, n Systeme von Werten Mr die GrÖJÄen 
Xi, X^,... X^-i zn kennen, welche diese Qleichnngen befriedigen. 
Denn bezeichnen wir allgemein mit 

wobei der Lidex i Ton 1 bis n variiert, irgend eines dieser 
Systeme and mit *W den Wert von t, welchen die Gleichung (7) 
ergiebt, wenn man daselbst den Faktoren X die Werte X'-^ bei- 
legt und d an Stelle von C schreibt, so hat man n Losungen 
des simultanen Systemes von Ditferentialgleichnngen, lümlich: 
( Z.Wa:, + XjWa^ + ■ ■ ■ + Xn-i^x^-i + a;, = tW, 
ili<«ai + A,'*'*, + ■ ■ ■ + i«_it««— i + «n - tw, 



(8) 



( X^Wx^ + X^i-^x, + ■■■+ i,-iWa%,_i + x^ = m. 



^dbvCoo^^lc 



Lineare Differentialgleiclumgen. Gnmdlagen. 247 

Die Determinante der Koeffizienten aaf der linken Seite 
darf nicht verachwinden, und alsdann erhält man aas diesen 
Gleidinngen für x^, x^, ... Xn die Werte von der Form: 



(9) 






Die EoeMzi^iten T sind Funktionen Ton X. 

Ist non Xi der Wert, welchen Xi annimmt, wenn man 
den Konstanten G^, Ct,...CH detx Wert nnll beilegt, ist femer 
Si der Wert, welchen Xi erhält, wenn man die rechten Seiten 
Vi, Vi,...Vn der gegebenen Differ^itialgleidiangen null setzt^ 
Bo iet axis der Gleichmig (7) erBichtUch, dals die äleichnngen (9) 
die Form erhalten; 

«1 = 3^ + «I, Xi= Xf-\- e^, . . . Xn = Xn + 1«. 

Es besteht demnach der Satz: 

Die Werte von x^, x^, ,..x„, todche die vollständige Lömnff 
des geg^tenen ^multemen Syslemes (1) hüden, werdem erhaiten, 
ind&n mem zu den Werfen X^, X^, . . . X„, welche eine ptirtihu- 
lare Löstatg olme unUkürliche Konstanten darstellen, di^eni^en 
Werte von x^, x^, ...x„ addiert, welche eine vollständige Lösimg 
de^enigm Gleichungssystemes iüd^i, das entsteht, werm man in 
(1) die rechten Seiten durch ersäet. 

79L Das Fondamentalsyrtem. Es seien 

n LSsongen des QleiohTmgssjstemes (1). Dieses werde in 
diwer Nummer homogen angenommen, so dals die rechten 
Seiten identisch verschwinden. Besteht non kein simiütanes 
Gleichnngesystem von der Form: 

t^x^W + a,a;,w + ■ ■ ■ + «„iBiW - 0, 
«1 V" + «i«,(») + ■ ■ ■ + «„ie^ft = 0, 



(10) 



«ire«*" + a,a^,(*) + • ■ ■ + t^x^^"^ = 0, 

Digimed bvGoOgIc 
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FOnftei Sapitel. 



itt ireloliem die Koeffizienten u^, a,, ... a^ Konstante bezeichnen, 
Bo sagen wir, die n LöBtuigen bilden ein Fundametitalaystein. 
Es gilt non der: 
* Sata L <Seim 

a:.M, «,«,...«-«, (*=1,2...m), 
n Losungen von (i), die ei» Ftmäamentalaystem hüden. Ms^ 
äarm ist die Jkterminaute der n Lösungen: 



(11) 






nicht idetUiseh nuU. 

Wäre die Determinante A null bei allen Werten von x, 

so könnte man jeden&Us n Fonktiooen Uj, u,, . . . u« angeben, so 

d&ls die Gleichungen: 

«lÄjt« + Mja^i») + h «„a:,W = 0, 

«,a^(y + «,a^(») + ■ ■ ■ + «„a^jW = 0, 



(12) 



M,a^,(>' + M,a:,W + h M«a:„<"> = 

identisch bestehen. Man braacbt fOr die Funktionen u uor 
Werte einzusetzen, welche den ünterdeterminanten einer 
Horizontalzeile in der obigen Determinante A proportional sind, 
and Ton diesen kann man wieder annehmen, dals sie nicht 
alle identisch Torschwinden. Dann ist aber aneh 



!.<" 



- + «, 



dx^ 



■ + «„- 



d*<") 



= 0, 
= 0, 






dV' 



wie man ohne weiteres erkennt, wenn man filr die Differential- 
qnotienten ihre Werte aas dem linearen DifFerentia^eichm^- 
System (1) einsetzt. DifFerentiiert man also das Torhei^ehende 
System, so ist: 
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tt'iiCit« + <«,« + ■ • ■ + tinX^"") = 0, 



t\xj-^^ + »',a!„(»t + ■ - ■ + »',ir,W = 0, 



wobei u*, die Ableittmg Ton Ui bezeichnet Hienras fo^^ im 
Zasammmhaage mit den Oleichimgen (12), daGs 



ist; oder wenn man den gemeinsamen Wert dieser Quotienten 
mit p bezeichnet: 

(14) u^-^e^"; u,-^,^";...«.-a.e^'';. _ 
d. h. die YerhSltniaBe der Funktionen u sind konstant. 

Umgekehrt gilt: 

Sats n. Sind 

für i=l,2, ...n, n Losungen von (1), deren Däemmumte A 
»«A* identisch verschwindet, so hUden diese ein Fundamenial- 
system. 

In der That, bestfinde ein simoltanes System von der 
Form (1) identisch, bo folgte dsraos, daCa A identisch ver^ 
schwindet. 

Aas dem' allgemeinen Existenztheorem (Nr. 719) folgt 
ferner, dais in der ümgebang einer Stelle x = Xa, an welcher 
die P der Oleiohnngen (1) eich sBmtlidi regnl^ Terhalten, 
immer eine LSsnng {x^, x^, ...x^ existiert, die sich ftr x=x^ 
anf ein TOi^aohriebenes System von Anfangswerten (a^, 
0,, . . . On) reduziert' Die n Funktionen x^, x^, ...x„ Terhalten 
sich dann selbst in der Umgebung Ton x^ regulär. 

Man kann daher, wenn x^ die angegebene Bedingung er- 
eilt, immer » Lösungen von (1) finden: 

a^M, «jM> •-■*««, (*= 1,2, ...«), 

bei denen das zugehörige System tou An&ngswerten: 

a/O, OjM, ...a„((j; (« = 1,2, ...»), 
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eine Ton verschiedene Determinuite: 






ergiebt. Nim reduziert Bich aber die Determinante A der 
n LCsoogen fOr x^^x^ auf A^. Äleo kann A nicht ideutiach 
Terechwinden. HieranB folgt die Existenz von Fnndamental- 
BjBtemen: 

Satz m. Jedes System von linearen Biff&rentialgleü^imigen 
erster Ordmmg, welches die Bedingungen des Existeneiheorems 
der Nr. 719 erfUUt, besitzt immt^ Fimdametäalsy8tane von 
I^swngm. 

Endlich gilt: 

Batz IT. SmA 

{x^% x,i%...x„f-'>) 

für i=l,2,...n, n Lösungen von (1), die ein F\mdamenial- 
System hüden, so besieht für jede cmdere Lösv/ng {x^, x^,.,.x^ 
von (1) idemtiach «« Gleichungssysiem der JBorm: 

Xi = CiiT,'« + Cj»!« + ■ ■ ■ + a.a!i(") 
a^ = C,a^<') + Cga^(« + ■ ■ ■ + C««,W 



Xn=C^Xn<-^> + C,«„(*) + • • • + C„xJ% 
wo C,, C,,... C„ Konstante hedeuten. 

Jedenfalls kann man zu den n -|- 1 Lösimgen 

(Xi^^x^''^ ■ ■ ■ xj-l) nnd (xiXi'--x„), 

» Funktionen %, u,-"Un bestimmen, bo dab: 

(15) a;t = tti(riW+Wja:t(»' + --- + H,a:i(">, (4—1,2,...«) 

wird; denn die Betenninante A ist nicht identisch nnll. 
Setzt man diese Ansdrficke fOr die :);> in das System (1): 



(1) 



'' + P,"'>x^ + P,«^ + -—\-P,»)x,-0 ((;-l,2,...n), 
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ein, BO wird der Koeffizient von Uj: 

^ + P,<*)aT,W + PjWa^f« + . . . + P„(«^(0 

ideutifich null, weil 

(a!iW, Xs<-%...x„(f>) 
eine Lösang darstellt. Also redozieren sich die Gleiohtmgen (1) 
nadi Substitation der AnsdrScke (15) auf das System: 

«.«■§ + ».<»■§ + ■ ■ + «:.">-^-0 (* = 1,2...„). 

Da aber die Determinante A nicht identiscdi verschwindet, so 
ist gleichzeitig identisch: 

^_o, |a_o,...^_o, 

dx ' dx ' dx ' 

d. h. die u sind eämtlich konstant und der Satz ist be- 
wiesen. 

Wir können also auch sagen: 

In jedem Systeme von lineto'^i bomogmm THiferenUal- 
gleiehmigm erster Ordnung sind die n FunJ^tionen 

■welche eine D)stmg büden, lineare homogene Funktionen der 
Integraiionskonslanien G^, C^, ... C„. 

Diese Thatsacbe wurde bereits in Nr. 709 benutzt. 

793, Integration elnea Syatemes mit konstanten EoefU- 
slenteu. Ente Hethode. Sind die Koeffizienten der gegebenen 
Gleichungen konstant, so existieren im allgemeinen n Systeme 
der unbestimmten Faktoren l, die sich auf Konstante redu- 
zieren. Denn nehmen wir i^, Jlj,...Jl„_i konstant an, so 
werden die Gleichungen (6): 

?i ^ = = *niil _ ^ 

Bezeichnet man abo mit p den gemeinsamen Wert dieser 
Verhältnisse, so erhält man, indem man ffir $i, ^, ...$« 
ihre Werte (3) einsetzt: 



^dbvGoOglc 



p.mi. + (P,»> - f)i, + ■ ■ ■ +P,'"-''i,-i + P,<"i - 0, 
p.o) j, + p,»)!, + ■ ■ + ?.<"-');,-. + (P.'"' - f) - 0, 

Die EUmin&tion Ton X^, X^, ... JU—i zwischen diesen 01ei- 
chongen führt za einer Gleichung 

(11) P(c)-o 

Tom Grade n in p, deren linke Seite die Determinante ist: 
Pi« — (f P,» ■ - ■ P,("-») Pi(") 
P,W p,»-p...p,(— «P.C-) 

P,(" PJ« ■ ■ ■ P,<"-^) P,W _ p 

Jeder Wurzel ^ der Gleichm^; (11) entsprechen be- 
stimmte Werte von A,, i,,...il„_i, welclie durch n — 1 der 
Gleichong (10) geliefert -werden. Sind also die Wurzeln der 
Gleichung (11) alle verschieden, so erMlt man auf diese Weise 
die notwendige Anzahl von Systemen für die Faktoren X. Die 
Gleichong (7), welche die rechten Seiten der LSsongen (8) 
bestimmt, wird hier 



■/"■'■ 



t = Ce-v + e-i' I eV'^dx. 

Hat (tie Gleichung (11) gleiche Wurz^, so ^ebt dieses 
Yerüdiren nicht n verschiedene Lösungen; man kann daun, 
nm die Zahl derselben zu vervolls^ndigen, einna Weg eiu- 
schl^en, der dem fOr zwei Gleichungen benntztm gane 
analog ist. 

798. Intefl^tionnlohthomogMieT^stemenaohlAgrange, 
Die in Nr. 766 fif. hinsichtlich der linearen Gleichungen ohne 
zweites Glied mit zwei Variabelen aufgestellten Eigenschaften 
lassen sich auf simultane Systeme linearer Gleichungen ohne 
weiteres aaedebnen. Kennt man femer die Integrale eines 
Systemes ohne zweite Glieder, so ist es leicht, hieraus auch 
die Integrale des Systemes mit zweitem Gliede abzuleiten, 
Bovohl vermittelst der Methode von Cauchy (Nr, 770), als 



^dbvGooi^lc 



Lineare Differenldalgleiclraiigen. tlraiidlageii 



263 



andi Tennittelat der Yariation der willkürlicheii Konstentflii. 
Wir wollen dieae letztere Methode anwenden. 
Wir betrachten die n Gleichnngen: 



(1) 



g + P.Ma^ + P,<')21 + . . • + P.Oit. - F„ 



i^ . 



-g + P.Wa;, + P.Maj + . . . + P.Wic - F, 
and nehmen an, dalÄ man ein System von n partiknl&ren 
Lösungen fOr den Fall kennt, wo die rechten Seiten nnll sind, 
lümlich: „, „, ,,. 

■ ^^\ ^'•\ ■ ■ • ^J'\ 



a:.W,aiW,...^(-.). 
Dann ist evident, dafs man den lümlichen Gleichnngen 
ohne zweites Glied genügt, wenn man 

a;, = C^x^^) + C^a^W + ■ ■ ■ + aa^i"", 
x^ = C^a^W + 0,3;,«) + ■ ■ ■ + C„a;it"), 



(2) 



a^.= Qa^W + Cia^W + ■ - • + C„:c„W 
setzt. Betrachtet man non die willkürlichen G^ölsen G als 
variabel, so kann man die Gleichongen (2) als das Integral- 
Bjstem der Gleichungen (1) ansehen. Dieses Verfahren ist, wie 
wir schon &üher bemerkt haben, nichts anderes als eine 
Transformation der Yariabelen. 

Die Substitution der Worte (2) von x^, x^,.,.Xn in die 
Gleichungen (1) ei^ebt nach den fiednktionen, die aas onserer 
Annahme hervorgehen: 

...dC, , itsdC. , , , .äC„ „ 



(3) 



^(«' 



,dC, 



r+a^f 



dx 



■ + a^W 



dx ~ 
..dC„ 



= F„ 
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Diese Gleiditmgeu liefern ftlr 

dC, dC. dC^ 
dx dx dx 

bestimmte Werte, &Us die Gleichu^n (2) bei koiutaDteii Werten 
der C wirklich die allgemeinen Integrale dei Sjatemes ohne 
zweites ähed, d. h. anflösbar nach C sind. Man erhält sonach: 

wobei die ÖrÖlsen X^, . .. X„ bekannte Funktionen von x sind, 
und liieraas folgt: 

(5) Ci-c^ + I X^dx, ... C„ = c + / X,da!, 

Ci, ei,...On sind willkürliche Konstanten. 

794. Integration eines Systemes mit konstanten XoetD- 
zlenten. Zweite Uethode. An Stelle der d'Alembertschen 
Methode kann man bei konstanten Koeffizienten anch das 
Yerlahren benatzen, welches wir bei einer linearen äleichnng 
mit zwei Yariabden angewandt haben. Es seien die » Glei- 
chungen ohne zweites Glied: 



(1) 



^ + P.(')«i + P.Wx, + - • •+ P,P)aw - 0, 



^ 



+ P,(»)ki + P,<'% +... + P,Wx„ => 0, 



die Eoeffizientoi P sind konstant. Wir setzen: 

(2) Xi = 3^e-t', a^-^igC-*", ...a;„_i="A„_ie-f', a^, — c-*', 
und snbstitnieren diese Werte in die Gleichungen (1); nach 
ünterdrflcknng des Faktors e~f' erhält man: 

[ (P,(" - p)A, + PfWi^ + ■■■ + P„_iWJU-i + P-*^' = 0, 

(3) 

l P,(")A, + P.Wi, + ■ ■ ■ + P— iC'i-i + (P-W - p) = 0. 
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Dieee Öleichnngen sind die namliclieii, wie die Glei- 
ohungeu (10) in Nr. 792, und föhren also such dorcli Mimitiation 
der ünbek&imteu X^, Jlj, ...JU-i ftof die luunliche GleicLnng 
w*"" Grades für p; jeder Wurzel dieser Gleidnmg 

(4) f(rt_0 

entsprechen im allgemeinen bestimmte Werte von Aj, X^,... In—i- 
Hat die Gleiobong (4) » Terschiedene Wurzeln, so kann 
man mittelst der Gleichungen (3) » Systeme von linear un- 
abhängigen, partikularen Integralen bilden, Sind also 

die n Wurzeln von tf, 

die entsprechenden Werte von Xt, nnd 

Ol, c„...Cn ■ 

H willkürliche Eonstanten, so werden die Integrale des ge- 
gebenen Sfstemes: 

. CiAiWe-f" + CjAiWe-e-" + ■■■ + C„V"*c~*"' 



(5) 



Eb ist leicht, in jedem Falle die Modifikation zu finden, 
denen diese Gleichungen za unterwerfen sind, wenn einige 
der Wurzeln q untereinander gleich werden. Was wir in 
der Bemerkung zn Nr. 788 darüber gesagt haben, erscheint 
uns ausreichend, and wir wollen bei dieser Frage nicht weiter 
verweilen, 

796, Ein Sata von Jaoobt. Wir halten es für nützlich, 
zum Schlüsse dieses £!apitel8 noch ein bemerkenswertes 
Besultat anzugeben, welches von Jacobi gefunden ist und im 
Zusammenhange steht mit der Theorie, von der wir hier 
handeln. 

Wir betrachten ein System von n beliebigen Differential- 
gleichnngen eräer Ordmmg zwischen eiuer unabhSngigen 
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VariabelAn x und n ablüii^gen x^, Xf,..:xH- Mit oft be- 
zeidmeD wir die Ableitung -j~ und mit 

(1) -Fi^O, Ft~0,...Fn~O 

die gegebenen Differeatialgleicbiuigea. F-^, F^, ... Fn Bind 
ii^end welche Fouktioneu von x, x^, Xj, ...Xn and den Ab- 
leitaugen afj^, s^^,...x'n^ 

Wir nelunen an, d&b man die ToUstAndigen Integrale des 
Systemes (1) kennt, nnd dals dieselben nach x^, Xj, ...Xn anf- 
gelÖBt sind; wir bezeichnen sie mit 

(2) «1 «" Xi, x, — a^, . . ., Ä„ «" X.; 

X^, X^, ...Xn aind Funktionen von x und von n wiUkürlichen 
Konstanten o^, »,,... «„■ 

Trägt man die Werte (ä) in die öleichongen (1) ein, so 
werden diese Idenümten, and man gewinnt aus ihnen neue 
Identitäten durch Differentiation nach den willkfirlichen Kon- 
stanten. DifTerentiieren wir z. B. die Oleichnng 

F,-0 
nach der willkürlichen Konstante a^, so folgt: 

idF, dx, , ZF, a^-A , , /9Fi Stt^ 3F, daf„y. 

eine Gleichung, welche idmtisch eifOllt ist nach der Sub- 
stitution der Werte (2). Ktin ist aber 



^ ^eioh -^j 
wenn man also mit CT/*), F/*) die Werte darstellt, welche 

dFj dF, 

nach Substitation der Werte (2) annehmen, so haben wir die 
Identität: 



(S) 
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Dies festgesetzt, betnicliteu Trir die » linearen simultanen 
Gleiclrangen: 

(0.»>., + F,»>^) + ... + (!7,<-).. + F.<-)1|) - 0, 
(I7.(.)«, + 7,»)^) + . . . + (!?.'■>.. + F.C)^-) _ 0, 



W 



(!7.™,, + F.O)^) + . . + (W», + F.<-)i|) - 0, 



in denen e^, By,...e„ nnbekannte Funktionen bezeichnen und 
die GrÖlsen XJ, V g^ebene Funktionen Ton « and Ton n Eon- 
stEmten £4, a^, ... a„ sind. Auf Grand der Identität (3), welclie 
bei jedem Wert Ton i gleick 1 bis i gleich n gilt, sind die 
Gleichungen (4) erfOllt, wenn man 



h = 



»^. 



dXj 



setzt; also wird die vollständige L5sang der Q-leichong (4): 



(6) 



dX, dX, 3Z, 

dX. 8X. dX, 



'-0.^+0.^+ ■■ + ^ 



wobei O,, (7,,... C„ willkürliclie Eonstante sind. 

So führt also jedes System von simultanen äleichungeor 
dessen vollsiändiges Integral bekiLimt ist, zu einem Systeme 
von linearen Differentialgleichangen mit rariabelen Eoeffi- 
zienten, dessen Integral uladuTin durch ein&che Differentiationea 
gewonnen wird. 



',. n. InMgnl-RcslmaDg. m. t 
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Lineare VtffeTentialglelchimgeii. Integratioa durch 
Eeihen oder bestinimte Integrale. 



% 1. BeUienentwiekeluiigen In der rn^rebm^ einer 
regnl&ren Stelle. 



796. 7onn.iillerniig dei ZxutenstheoreiUB. Es giebt in 
der AnalysiB keine aUgemeine Methode, am die Integration 
der Differential^eictiuigen auf Qaadrattu-en znrflckznfKhren; 
man mala daher bei der Ldeong von Differentialgleichungen 
im allgemeinen die Methoden der Entwickelang in onendljche 
Reihen anwenden. Aber anch die Anwendong dieses Ter- 
&hrens wird bei nicht linearen Oleiohongen schwierig, falls 
man sich nicht aaf eine sehr kleine Ananbl von Gliedern 
beschränken kann, um auf diese Weise wenigstens eine an- 
genäherte Darstellong des Integrales zn gewinnen. Wir stellen 
ans zaiuichBt aber die Aufgabe, weniger die namerische, als 
die fonktionenÜieoretische Bedeatang dieser Beihen ins Ange 
zn fassen, um dadareh onser allgemeines E^tenztheorem 
(Nr. 719) für lineare Differentialgleichnngeu noch weiter za 
er^ozen and einige GrondzÜge des Yerfinhrens anzugeben, 
welches zur Integration vermittelst nnendlicber Beihen dient. 

Die Möglichkeit der Fotenzreihenentwiokelung UUat sieh 
nämlich hei linearen Gleichungen bestimmter nachweisen, aia 
bei den nicht linearen Gleichnngen, weil bei den ersteren 
unmittelbar aus der Differentislgleicbong erkannt werden kann, 
welche Stellen allein singulare Punkte fOr das TollstHudige 
Int^ral werden können, eo dals der Eonvergenzhereich der 
Potenzreihe, wenn ein beliebiger Punkt zum Mittelpunkte der 
Eutwickelnng gefeilt ist, von Tomherein festgestellt werden 
kann. Es wird daher nützlich sein, den allgemeinen Beweis 
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der Nr. 719 tütr eine lineare DifferentiaJgleichnng fl*°' Ordnung 
besonders zu betrachten in der Form, welche Herr Fachs 
(Jonm.f.Math., Bd. 66) ihm gegeben hat. 
Eb Bdi 

eine lineare Gleichung n**' Ordnung, deren Koeffizienten an»- 
lytische Funktionen von x Bind, die innerhalb eines gegebenen 
Bereiches T der Ebene, deren Punkte die reellen and komplexen 
Werte von x darstellen, in einer endlichen ATiT.ft>il von 
Punkten unstetig werden, im übrigen aber innerhalb dieser 
F^chd regulär sind. Diejenigen Funkte innerhalb T, fOr 
welche eine oder mehrere der Funktionen P nostetig sind, 
nennen wir sinffuläre Punkte. Es sei femer x^ irgend ein 
Punkt in T und um denselben ein Ereis beschrieben, welcher 
sich bis zum nächsten siogulären Punkte erstreckt, so dais 
also innerhalb dieses Kreises kein singulärer Punkt liegt; das 
Innere dieses Kreises nennen wir das Gebiet des Punktes x^ 
Alsdann besteht der Satz: 

Sati I. Zu jedem Punkte x^, der nicht gu den stngulären 
gehört, gid>t es eine m sünem Q^nete regere anatt/Hsche 
Funktion y, welche der IHffo'entialgleif^ung genügt und so he- 
sdutffen ist, dafs y, y', ...yt"~^ /ur x = x^ beH^ng gewiäUte 
Werte h, &',,.. 6("-i> annehmen. 

Dieser Satz soll jetzt bewiesen werden. 

797. Die HllftgleiohTmg. In dem Qebiete Ton x,, inner- 
halb T seien die Maxima der Beträge der Funktionen 
Fl, Pt,...P„ bezüglich M^, Jtf,, ... JH,; ist p der dem 
Punkte x^ zunächst liegende singulare Funkt, und setzt man 
\p — x^\='R, und 

(2) t "-"^ ''*' 1 "-"^ ''" 1 »-=^ ''"' 
^" a ^ R S 

so ist bekanntlich fBr jedes gaozzahlige m (Nr. 643): 

I d"P, I - , af, I d"P, \ ^ ,M. I (f"P, I - ,^n 

da^ L ST ^^ ft ^ »«^ n ST 
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wenn wir mit dem Index bezeichnen, dals die Fanktdonen 
fElr X'-^x^ za bilden sind; also ist andi 

"^ ^ j daf j„ I daf<* |/ j daf [^ j da?» |(,' '"[ <*af' |o | daf L" 

Die Bämtlichen Ableitnngeu einer Funktion, welche der 
linearen DifiTereutiiilgleicbnng genügt, laseen aich anf die Form 
bringen (i ^ »): 

wobei die Koeffizienten « sich aas den GrS&en P nnd deren 
Ableitungen durch die Operation der Addition and Mnltlplikation 



Bildet man nun die lineare DifFerentialgleiehtmg 
® 5;? -"■55^ + »^5^ + ■■+'■■•'' 

80 lassen sich die aämtlicben Ableitungen einer Fonktion tj, 
welche derselben genügt, in der Form darstellen: 

Die Qröisen ß werden aas den entsprechenden Qrö&en a 
dadurch abgeleitet, dab man an Stelle einer jeden Funktion P 
und ihrer Ableitungen die entsprechende Funktion q> nnd ihre 
entsprechenden Ableitungen einsetzt 

Hieraus folgt, dals für den Wert le = n^ 



ft<'l> 


»,»)|, ft»»! «."•[. 


..w» 


«.' 


ist Mithin wird anch fSr & ^ »; 














fnOls für 4^« 


~ 1; 








a>l&i = 


h"> 





gewählt wird. Wir schlielsen daher wie in Nr. 660 und 719, 
dafa -die Potenzreihe für y mit der für r) konvergiert. 
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Wenn sieh, also eine Funktion ij bestinmieii ]S&t, welohe 
in dem Oebi«te von x^ regoUir ist, femer der Cifferential- 
gleichong (6) genflgt nud fOr x=°a^ nebst ihren n — 1 ersten 
Ableitungen die soeben finerten Werte annimmt, so existiert 
aach eine in dem Glebiete von x^ reguläre Funktion y von der 
BeBobafiFenheit, dab sie der DifFerentialgleichimg (1) genUgt 
und l^'^^w 

^' dx dx* daf~' 
för jp == a^ die Toi^eschriebenen Werte h, b',- ■ -ftt"— *> annehmen. 
Setet man 

BO lälet sich die Gtleichnng (5) auf die Form bringen: 

(') (l-.)0-Jlf.fl^+Jf,ff^+ ■+Jlf.B-,. 

Man kann derselben dnrch eine Fotenzreihe 
1? = Oo + «1» + Oi«* + - - . + o,«» + ■ ■ ■ 
genügen; man erhält nämlich zur Bestimmong der Eoeffizieaten 
allgemein die Bekdrsionsformel: 
C«+Ä)(»+Ä-l) . .(&+l)fl,+i-(«+ife-l)(„+Ä-2)- ■ ■(h+l)[h+M,K\a^^ 
(ß-^ +(«+i-2)(n+Ä-3). ■Qc+i)M^an+k-i 



798. EonvergenabewelA. Wählt man die AnfangBglieder 
Og, a^, ... a„—i positiv, so werden auch alle übrigen Eoeffi- 
zientm positiv; und es ist: 

^+*'" ~^+ifc~ ""+*-^ + *' 

wobei ^ eine positive Gh'ölse ist. 

Man kaim nun annehmen, dalis Mj^B> n ist. Denn, wenn 
dieses nicht stattfindet, so bleiben alle früheren Schlüsse gUtig^ 
wenn man JH^ so grols annimmt, dafs diese Bedingung erfüllt 
ist; also ist 

an+i>aH+k-i 
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fOx jedes ganzzahlige Je, d. h. die Eoeffizienten der Keilie 
woclisen mit vacbBendem Index. lat also rKs, so wird ~ niclit 
tmemdljch fOr wachsetide Werte von r und s. Aas der äleichnug 
(8) folgt nau: 

%+! k+M,B M^S' "n+k-i 1 

«,+t_i~ n+* ■*'C» + t){«+i-I)<.,+t_i"^'" 



HierauB fo^ f^r ]c = oo: 



fOr k = oo, d. b. die H«ilie fOr u ist konTei^ent, solange der 
Betrag Ton e kleiner als 1 ist. Die Diffarentialgleiobnng (5) 
hat also ein in dem Qebiete von a^ giltiges Int^ral der Form 



2!h(.x-x,y, 



derart, daCt \, &i, ...6^— i beliebige positive Weite erhalten 
können, und hiermit ist die Existenz einer Funktion y von 
der geforderten BeschafFenheit für das Gebiet des Punktes x^ 
bewiesen. 

Hieraus folgt adcb die Existenz eines Fundamentalsystemes 
solcher Funktionen. Denn wählt man den Änfangswert W> 
gleich 1, alle Qbrigen b, V ...¥''~^^ aber gleich 0, so entsteht 
ein partikulares Integral tf,. Ffir » = 0, 1, 2 ■• - n~l erMIt 
man n Integrale, deren Hanptdeterminante A (Nr. 768) fOr 
cc^^Xf, gleich 1 ist, also nicht identisch verschwindet. Die 
gefundenen Integrale bilden also ein Fundamentalsystem. 

§ S. BeihenentwlekelangeD in der Umgelmiig einer 
BiogoIKren Stelle. 
799, Tragestellang, Der im vorigen Puagrapben bewiesene 
Satz gilt für einen singulären Paukt nicht mehr; es ist eben- 
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eowolil möglich, dab keine einzige Ftmktion existiert, welche 
der Dififerentialgleichniig genQgt und in dem äebiete des 
singolSren Punktes r^^nlär ist, wie auch, d&Is » pfu*tikalare 
FirnktioneiL dieser Art, welche ein FondamentalByBtem hilden, 
TOrhandeu sind. 

Gnmdlegend wird hierbei die Unterscheidung Ton Herrn 
Fachs zwischen „Stellen der Bestimmtheit" (Kr. 806) nnd 
anderen singalären Stellen. Daia aa einer Stelle der Bestimmt- 
heit immer eine LSeong existiert, werden wir beweisen nnd 
Ihre Beschaffenheit imtersaohen. Fflr andere Fälle geben wir 
nor Beispiele nnd beginnen auch jetzt znn&chst mit der Be- 
trachtong eines Beispiels. 

800. BelapieL Wir betrachten die lineare Gleichung 
zweiter Ordnung, welche bei verschiedenen Problemen der 
mathematischen Physik saftritt: 

w S+¥il-»v-o. 

Der Pnnkt x = ist der einzige singnlKre Punkt im 
endlichen, n nnd m* bezeichnen zwei reelle, positive oder 
negative, gegebene Zahlen. Wir multiplizieren die Gleichung 
mit X nnd differentiieren sie alsdann f» — Imal; es wird 



(2) 


'S. + ^"/.-'" 


'xy — 0, 








[-SJ-^t-- 


i'a+^-s- 


[«^^ 


+(c- 


i)i^ 


fl=o. 


Für x = ei^ben diese Gleichungen, 
endlich sein sollen: 


wenn 


y onj 


s 


W U-o. 


CS« + (.- 




-(c-1) 


'»■^^• 





Die erste Gleichung (4) lehrt, dals i/ fOr x = nicht 
mehr willkttrhch geweilt werden kann, die zweite Gleichung 
liefert für ft =>■ 2: 
(5) (2« + l)g = ».V 

Man erkennt, dab, wenn 2n nicht eine ganz negative 
Zahl ist, die Ableitungen angerader Ordnung null sind, 
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während die Ableitungen gerader Ordnong durch die Formel 

geliefert werden: 

d**y l.».6...(3il;-l) „ 

da!"~(S« + l)(2n + S)...(a«+8t-l)"' ^• 

Bezeichnet also C den willkfirlicheu Wert von y, welcher 
ZQ » — gehört, so ergebt die Mac-LanrinBche Formel eine 
partikulare LöBang der Oleichong (1): 



^S.4.«.(2« + l)(2n + 8)(Sf. + 6)^ 

Diese Formel wird illnaoriBch, weim 2» gleich einer 
ganzen negatiTen angeraden Zahl ist. Lassen wir aber diesen 
Fall vorerst beiseite, so ist die Ileibe bei allen endlichen 
Werten von x konvergent, denn das Yerhältnis des k + 1*" 
GUedes zum h**" ist: 



Sjfc.(2n-f Sjfc-l) 

und konvei^ert also nach noU, wenn k anendlich wird. 

Hier existiert alao, abgesehen von einem willkOrlichen 
konstanten Faktor, eine nnd nnr eine Lösung, die in dem 
Gebiete von ^ = (d. i. in der ganzen Ebene) regolär ist, es 
ist diejenige, deren Ableitung fiir X'^O verschwindet. 

80L AnanahmefalL Untersuchen wir non den Fall, wo 
2n gleich einer ganzen n^ativen Zahl ist. Ist diese ganze 
Zahl nngerade, so sieht man ans den Gleichungen (4), dals 
die Ableitungen ungerader Ordnung fOr x^O null sind, wie 
in dem allgemeinen FalL Dieselbe Gleiohong lehrt auch, dafs 



ist fOr 11=1 — 2m, wenn die höheren Ableitungen endlich 
bleiben sollen, nnd folglich ist: 



^.-0. 
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Die Ableitnug A-i—t» kann non willkürlich gewählt 
werden; aber alle folgenden Ableitaugen gerader Ordnang sind 
dann bestimmt. Bezeichnet man also mit G^ den willkOrlichen 
Wert Ton 

1 d^-'"y 

1.2.8. .,{1-2«) daJ-»" 

für a; = 0, 80 giebt die Mac -Laurin sehe Entwiokelimg: 

r ^ ^ " [i + 2.(8-2«) "*" 2.4.(S-an)(5-2«) 

I + 2.4.«.(8-2«)Cö-2«)C7-2n)"*""J' 

Ist 2n eine ganze negative, gerade Zahl, so werden die 
Ableitmigen ungerader Ordnimg fOr x = eben&lls nnll, nach 
den Gleichungen (4), bis zu denjenigen, deren Ordnung — 1 — 2» 
ist. Der Wert der Ableitung ._,^ kann willkürlich gewählt 
werden, wie in dem vorigen Fall, tmd die Ableitungen gerader 
Ordnung, welche auf diese folgen, sind dann bestimmt. 
Andererseits ist auch der Wert von y für « = willkürlich 
in diesem Falle, und er bestimmt die Werte der Ableitungen 
gerader Ordnung. Also giebt die Mac-Laurinsche Formel 
hier eine Lösung, welche zwei willkürliche Konstanten enthält, 
und die man durch Addition der in den Gleichxmgen (6) nnd (7) 
enthaltenen ßeihen bilden kann. Diese Lösung ist also die 
allgemeine. 

Man kann die letztere in allen Fällen durch die Taylorsche 
Entwickeluug gewinnen, indem man einen beliebigen anderen 
Punkt ^ zum Mittelpunkt der Beihenentwidcelung macht; die 
KoefSzlenten sind ans den Gleichungen (2) und (3) zu berechnen, 
nnd die Reihe konvei^ert (Nr. 796), solange 1 d: — aig | < | iZg | 
ist. Das Resultat ist indessen kompliziert, und die Ausführung 
der Rechnung bietet weiter kein Interesse. 

802. TransfOTmatlou der Variabelen. Wir haben soeben 
ein partiknlares Int^ral der Gleichung 

Wd'y a« dy ™j„_a 
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erhalten; mn das ToUstäiid^e lategral zu büdeo, mala mau 
ein zweites partikolureB kenneu, und da dieses im allgemeinen 
nicht nach der Formel tou Mac-Lanrin entwickelbar ist, so 
ist es angezeigt, xu nntersncben, ob ni^t durch eine Ändemug 
der Yariabelen die Anwendung dieser Formel zn^ssig wird. 
Zn dem Zwecke setzen wir 



wobei fi ein noch unbestimmter Exponent nnd g eine neue 
Yariabele ist. Die Differentiation liefert: 

Trägt man diese Werte in die öleichnng (1) ein nnd 
dividiert alsdann dieselbe dnreh x'*, so folgt: 

dx* ' X dx i x' J 

Diese Gleichung bat dieselbe Form wie die Torige, wenn 

man . „ 

^>. 1 — 2n 

annimmt; alsd&nn wird sie: 

,„, d't , a(i-n) dz , „ 

^ ' da:' ' X dx ' 

nad folgt also ans der Gleichui^ (1), indem man dort n in 
1 — H verwandelt; man fahrt also den Fall, dals » negativ 
ist, aof den Fall, dals » positir ist, zurück. Nmi ist evident, 
dals man ein nenes partikulares Int^ral der Gleichung (1) 
bekommt, indem man » in 1 — » verwandelt in dem Integral^ 
welches wir im vorigen Paragraphen entwickelt haben, nnd 
dieses noch mit «^— *" multipliziert. 

Mit den beiden partikularen Integralen lälst sich das 
Tollständige bilden, wie wir es schon fOr den Fall, dals 2n 
eine ganze negative gerade Zahl ist, erhalten haben, lümlicb: 



(3) 



«r* I m X I tn X j^ ~| 

S( = 0|^1 + 2(3n+l)"*' 2. 4(2n+l)(3n + 8) ■*"■■] 

+ C a^ " j^l + 8(8 -a«) ''"2.4.(8-an)(ö-an)"'"' 
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G und C sind zwei willkürÜGhe Konstanten. Dabei mnb 
man noch immer den Fall, dab 2n eine ganze ungerade, 
positive oder negative ZaU ist, aasnehmen. Ist 2n^ 1, so 
werden die beiden partikularen Integrale identisch, and wenn 
2n eine ganze ungerade Zahl verschieden von -|~ 1 ist, so wird 
eines der beiden Integrale illusorisch. Wir kommen später 
noch auf diese Ausnahmefälle ztuUck. 

SOS. Spealalfkll. Der Fall m = 1 mag noch besonders 
bemerkt werden; man kann hier leicht die Summen der beiden 
Reihen durch elementare Funktionen ansdrflcken. Schreibt 
man Gm an Stelle von G, so wird die G^leichung (3): 

^~a:\l ■*" 1.2.8"'" 1.2. ».4.5 "'"■'V 

+ 1(1 + ^ + 1:?^ + -) 

oder: 



Bezeichnet man mit A and B zwei nene willkQrliche 
Konstanten, so kann man auch schreiben: 

y= — ^ 

Die Transformation, welche wir in dem vorigen Para- 
graphen aasfdhrten, liefert dieses Resnltat unmittelbar; denn 
für « = 1 redaziert sich die GleidiaDg (3) auf 

j-i — m*z = 0, 

und ihr vollständiges Integral ist: 

B = Äd»' + Sc-"". 

Wenn m* negativ ist, and man setzt 



so ^st sich das Integral auch achreibmi: 
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804. Die apesielle fi 1 o o a 1 1 sehe GleiohTuix. Die 

Biccatischs CHeiohnug, mit der wir ans schon in Nr. 698 
beschäftigt; liabeu, ist: 

(1) ä| + «y'-fcaf, 

a and b sind g^ebone Konstanten, m ein beliebige Exponent. 
Man kum die Gleichong auf eine lineare bringen, indem man 



(2) 


y-h". 


■eW; Ulm: 






iy 1 d*e 1 ldt\ 



ans dieser Sabstitntion fo^: 

(3) T-j = abaf^g. 

Das TollstBndige Int^ral dieser Oleicbnng ist Ton der 

Form; ^ , „ 

B— (/,?! + Cj«,; 

trägt man diesen Wert in die Formel (2) ein, und setzt man 
dabei _ 

•^1 _ /T 

so erhält man: 

(4) !/=-'*'' ■*" 



Diese Oleiehnng, welche eine willkürliche Eonstaate 
enthält, ist das vollständige Integral der Riccatis^en Glei- 
chung. Es sind also die beiden partikolaren Lösungen g^ and 
e^ zu bestimmen. Man kann dieselben ohne Schwierigkeit 
darch Beihen darstellen, indem man die Methode der nn- 
bestimmten Koeffizienten anwendet; indessen lälst sich diese 
nene Bechnang dadurch vermeiden, dab man die Qleichnng (3) 
auf die vorher von uns behandelte Form bringt. Denn setzen 
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und wähleu i znr unabbängigen Tariabelea au Stelle von x, 
BO wird: 

d£ m + 2 Y^' 

dx" S dt' 

ä?~ 4 '^dC ^ 4 * d( 
Trägt man diese Werte in die äleichimg (3) ein, so folgt: 
,fs d*s , m I dl 4fl6 _ f. 

w dt"'" + sr+2 Jdi~ (sr+^'*""- 

Zugleich erlwlt man nach der Formel (4): 
m d«. 



i«T St+^'dt 



wenn £!^ and £^j zwei Toneinander nnabhängige partiknlare 
Int^p^e der Gleichmig (5) siod. Man sieht, daTs diese älei- 
chnng die lündiche ist, wie die ia Kr. 800 ff. bebandelte. 
Ihr Integral kami (Nr. 813, vorletzter Absatz) in endlicher 
Form dargestellt werden, wenn 

ÄT+ä 
eine ganze gerade Zahl ± 2i ist, d. h. wenn m die Form hat: 
-4t 

So findet man also wieder den Fall der Integrabilität 
durch elementare Funktionen, den wir schon in Kr. 700 er- 
balten haben. 

Kach diesen Beispielen gehen wir daran, die Betrachtungen 
der Kr. 802 zu Terallgemeiuem und fi^en uns, unter welchen 
Bedii^pmgen wir die Existenz einer Lösung beweisen können, 
die — wie die in Kr. 802 aufgestellte — nach Multiplikation 
mit einer gewissen Potenz ron x — Xg regulär ist. Zu dem 
Zwecke fahren wir zunächst den Begriff der „detrarminierendea 
Gleidmng" ein. 

80B. Die determinierende Gleitihnng. Wir untersuchen 
die lineare Differentialgleichung: 

D„ii„.db,Go(5glc 



in der Umgebong einer Bingnlären Stelle x^x,,, d. h. einer 
solchen, an welcher die Quotienten 



P« 



nicht sämtlich regulär, d. h. noch dem Tajlorschen Satze 
entvickelbar sind. Wir beschränken uns dabei anf den Fall, 
dals diese Quotienten, soweit sie nicht reguUr sind an der 
Stelle X ^ a^o, es doch dadurcb werden, da{s mau sie mit einer 
Potenz von x — x,, mit ganzen positiven Exponenten multipliziert. 
Soldie singulare Stellen nennt man Pole. Unsere Bedingung 
ist jeden&lls dann immer erfOUt, wenn alle P ganze rationale 
Fonktionen von x sind. Die Pole sind dann die XuUstellen 
TOD Pg und eventaell der unendlich ferne Punkt a: = oo. 
Allgemein können wir, wenn unsere Bedingung erMlt ist, die 
Koeffizienten P^, Pi,...Pn selbst als regnlär voraussetzen, 
nur dals jetzt die Funktion P,i(x) an der betrachteten Stelle 
von einer gewissen, ganzzahligen Ordnui^ verschwindet. Wir 
können es anch durch Multiplikation mit einer geeigneten 
ganzzahligen Pot^iz von x — x^ erreichen, dals die Koefiäzienten 
die Form annehmen: 

(x - x,YP^, (x - x.Y-^P,, , P„, 

wo die neuen Funktionen P» in der Umgebung von a; => a;,, 
eben&lls sämtlich rego^ sind and fOr x=Xq nicht alle gleich- 
zeitig verschwinden. So haben wir die DifFerentialgleichnng in 
üirer „Xormalform": 

(2) (« - x,yp, g + (x _ x.).-.p, ^ + . . . + P.J _ 0. 

Unbeschadet der Allgemeinheit können wir x^^O annehmen; 
man braucht ja nur, nm dies zu erreichen, x — x^ eis neue 
Yeiänderliche einznfQhren. Aludann erhält die Differential- 
gleichung, von der wir ausgehen, die Form: 

(2.) =^P.W-0 + «'-'P, W ■ ^ + ■ • ■ + P,(») • y - 0, 

WO die P„(x) sich in der Umgebung von x = regnlär ver- 
halten. Entsprechend der Nr. 802 versnoben wir nun, die 
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Oteichimg (2a) za befriedigen dnrclL eine in der ümgebm^ 
von x = konrei^ente Bdihfl der Form: 

(S) y = af+ <j,a!«+i + c,ir"+» + af(_l + e^x + c^x* +••■), 

wo über den Sxponent^i k passend zq verfUgen sein wird. 
AlnflftTiTi nehmen anch die Ableitungen Ton y eine analoge 
Form an: 

^=fl(a-l).--(a-i+l)a:"-Hci(«+l)-(«-i+2)a?-'+H--- 

Die linke Seite der Differentialgleicbong (2) ^Ist Bich 
dann gleicb&lls dnrch eine solche Potenzreihe darstellen nnd 
ihre Koeffizienten mSssen sämtlich Tersdiwinden. So ergiebt 
der Koeffizient der niedrigsten Potenz a^ die äleichnng: 
(4)P(«)=«(«-l)...(«-»+l)P„(0) 

+«(«-!).. .(a-„+2)P,(0)+ ■ ■ ■ +«P„_,(0)+P,(O)=O, 
die als die „determinierende Gletcfamg" der Differentialgleichnng 
an der Stelle x = bezeichnet wird. Biese äleiohni^ enthält 
keinen der Koeffizienten cjt und kann zur Beatimmong des 
Exponent^! a dienen, wenn nicht alle Koeffizienten 
P,(0), (i-0, 1,...»-1) 

Terschwinden. Ist Pr(0) die erste von Terschiedene dieser 

^'^ P.CO), p.(0),..., 

80 ist n — r der Orad der determinierenden Gleichung, nnd sie 
besitzt höchstens n — r Terschiedene Wnrzeln a. Soll diese 
Grodzahl = n sein, so mols schon 

P,<.0) + 
sein, so dafo die Quotienten 

.an der Stelle x = r^;nlär bleiben. Ist dies der Fall, d.h. 
ist in der Korma^eichnng (2a) 

i'.CO) + o, 

SO s^en wir, x = ist fOr die DifiRsrentialgleichang „eine 
8t^ der Besümmih^". In diesem Falle kann man die in 
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Bede stehenden Qnotienten ihrerBeits in FotenzreÜLen nach 
ganzen poeitiTen Potenzen von x entwickeln und (indem man 
diese UM! mit ^^^^^^ P,(i), ... P.C») 

b^eichnet) Po(^) " ^ annehmen. Alai^nnn erlüUt die Diffe- 
reoitialgleichang die Form: 

■'■p.w-£^+--+^f.-.Wäl+-p.(=»)»-o. 

welche fSr eine Stelle der BeBtimmtheit oharakteriBtiach uii 

806. BekUTOionBformel, Ebenso wie der Koeffizient von 
af mfissen auch alle folgenden Terschwinden, so dals wir eine 
unendliche Beihe von Gleichaogen erhalten. Nun enthält der 
Koeffizient von a^+^ keine der GrÖlsen 

«i + lj Ci + i) ■■■ ) 
da die entaprechenden Glieder der Reihe (3) immer höhere 
Potenzen Ton x liefern würden, nnd die ersten k Koeffizienten 
Ton y treten linear aof. Hierbei ist ci selbst multipliziert mit 

(«+»).. (« + l-«+l)P.(0)+.-K<.+l)P.-.(0)+P,(0).2'C'<+l) 
nnd verBehwiadet nur, wenn a + i gleichialls der deter- 
minierenden äleiohung 

genflgt. 

Isi IÜ80 a eine sdche Wvred van (4), aus der keine and^^ 
Wvirzel dersäbea Gleichtmg durch Addition einer positiven ganzen 
Zald ahffdeUet tverden hmn, so kann man immer ci linear durcA 

Cl, C,,...Cj„i 
amdrüä^n. 

Die BekorBionsformel hat also die Gestalt: 
(5) F{a+X)ci=hi^+hnc^ + hiCy+ ■^hx,3.-icx-i 
und gestattet daher, die sämtlichen Koe^zienten Ci saoceBsive 
ZQ bestimmen. Zn jeder solchen Wuizel a gehört also eine 
ganz bestimmte Beihe y Toii der Form (3), die wenigstens 
formal die Toi^elegte Differentialgleichung befriedigt. DieB 
gilt edbst dann nodi, wenn a; » keine Stelle der Bestimmt- 
heit ist. 
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807. Tozbsreitimgen Bnm EonTergensbewelB. Um aber 
die Eouvergenz der Keihe (3) zti zeigen, beachränken wir tuiB 
BTtf den Fall, wo die singn^lre Stelle x-^O eine Stelle der 
Begtinuutheit ist, alao 

angenommen werden kann. Wir setzen voraus, da& a eine 
Wnrzel der determinierenden Gleichung (4) ist, weldie von 
keiner anderen Wurzel nm eine ganze positive ZaU Qber- 
BChritten wird. Setzen wir dann (vergL Nr. 802) 

so gebt die Differentialgleicbang (2b) Aber in eine Differential- 
gleicbong für y von derselben Form: 

wobei sieb die nenen Koeffizienten 

P.W, p,w,...?.w 

als lineare Funktion der alten ergeben. Dieser nenen Diffe- 
rentialgleichung wird abo gleichfalls formal genQgt, wenn 
man für y die in (3) als Faktor aoftretende Beibe einsetzt: 

(3) y=l + c,x + c,a^ + --> 

deren Koeffizienten nach der Beknrsionsformel (5) berechnet 
werden. Za derselben Reihe hätten wir anch nnmittelbar 
gelangen kSnnm, wenn wir die entwickelte Methode der 
Koeffizientenvergleichong direkt auf die Differentialgleichung 
(2b) angewendet hätten. Unsere Beihe (3) „gehört" also — so 
sagt man — „zu dem Exponenten a^O", der eine Wurzel 
der nenen determinierenden Gleichung 

F(a) = 
sein mnik, während keine positive ganze Zahl derselben G]ei- 
chnI^; genQgt. Die entsprechende Reknrsionsformel muls 
dieselbe sein wie die frühere. Wir können also ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit unserem Eonvergenzbeweise den 
Fall a = zu Grande legen, wodurch eine gewisse formale 
YereinJachung erzielt wird. 

S*[[«t, IHIE.- n. iBtegi^-Bcahnimg. nL 1. Aofl. lg 
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Wir veirbhxen jetzt analog wie in Nr. 797 tmd Te^Ieichen 
die Reihe (3) mit einer uidereu Reihe mit grSIseren Koeffi- 
zienten, die ans einer analogen, aber etnfochereu Differential- 
gleichnng herroi^elii Zu diesem Zwecke beachten wir, dab 
wegen a = und Gleichung (4) anch 

P,(0) - 
sein mnlfl, ond schreiben die Differential^^eichnng (2b) in der 
Form: 
(20) «..0+:^-..p.(O).g:is + ... + x.p,_.(O).|| 

wo die Funktionen: 

in der Umgebung Yon x = wieder regulär sind. 

Setzen wir in (2c) für y die Reihe (3) ein ond vergleichen 
die Koeffizienten Ton x^ auf beiden Seiten, so erhalten wir links: 
A(Jl-l)--(i-M+l)ci + A(A-l)--(A-» + 2)cjfPi(0)+--. 

+ ACiP,_i(0) = .F(i)Ci, 
recht! aber lediglieh Produkte der Grölsen 

C,, Ct,...Cx-i 

mit den Koeffizienten von 

C,(»), C,W,...«.(») 

und lauter positiTen Zahlenkoeffizienten, und unsere Rekursions- 

formel hat wieder die Gestalt: 

(5) I{i)-Ci-=hjit+hi-(h + hfCt + --+h,i-iCi-i. 

808. HiUkdliEBrentiialglBiohnng, Man wird non die 
Koeffizienten ci vei^rSifaem und die Konvergenz der Reihe (3) 
venehleohtem, wenn man die Funktionen Qkix) durch solche 
mit absolnt grSlseren, positiven Koeffizienten ersetzt. Wie in 
den früheren Konvei^enzbeweisen wählen wir dazu die Funktion: 
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Dabei bedeatet r den Badins des ErelBes, innerlLatb dessen 
sJIe ^»(s:) regtüär and absolut nicht grS&er als M sind. 

Gleichzeitig vollen wir die sämtlichen Grölsen Pi(0) der 
linken Seite von (2 c) durch eine positiiTe Zahl p ersetseoi, 
Über die wir uns die YflrfOgang noch TOrbehalten. Unsere 
Hilisdifferentialgleichmig, deren abMngige Yariabele wir •>} 
nrauteu, wird dann: 

Wir bestinim^i nach der oben (Nr. 806) angegebenen 
Methode eine Potenzreihe fOr i;: 
(t) 1) = 1 + Yi,x-\-ri^-\-Yt'^+--' 

welche (6) wenigstens formal be&iedigi An Stelle von f (Jl) 
tritt die determiniermde Fonktion: 

(8)ji^(i)=l.[i(i-l)-(i-n + l) + A(X-l)-(A-M+2)+ ■■+i(A-l)+i], 
welche fttr i = ebenso wie F{£) Terschwindet, fOr alle 
ganzen posiÜTen X aber positive Werte annimmt. Der Bfr- 
korsionsformel (5) fllr die ci entspricht eine solche fSr die y\ 

(9) pmrx=ßio+ßiin-\--+ßx,i-in-^- 

In ihr sind alle Koeffizienten ßx^ positiv und grSJW als die 
ftbsolnteu Beträge der entsprechenden Koeffizienten &i^ in (5). 
Denn nach dem Schlosse der Kr. 807 waren die hi ^ lineare 
homogene Funktionen der Werte der Q ond ihrer Ableitungen 
an der Stelle x = mit positiven Zahlenkoefßzienten, die ßi^ 
sind dieselben Fiinktionen der Werte von ^ und seinen Ab- 
leitungen an der Stelle x =» 0. Kach dem Satze der Nr. 643 

ist also: ., .. 

\h^\<ßi^- 

809. Beendlgong des Eonvergenxtwweisea. Wir be- 
haupten nun: Durch passende Wahl der Zahl p kann der 
Faktor pf{V) von yi fOr jedes ganze positive X kleiner gemacht 
werden als {f(<l){. Denn sowohl F{)) als f(i) sind ganze 
Funktionen n**° Grades von X, in denen der Koeffizient der 
hSchsten Potmz gleich 1 ist Also ist: 
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und Ton emem bestiiniiiteu Jl => < an wird daher: 

||||<2,(i-(,.+ l,...). 

Nimmt man also , 

Bo wird: 

p«i)<2j.|J'(»)|i|J(l)|. 

Dieselbe -tJngleidinng gilt aber anch fOr 

1=1, 2,...t-l, 

wenn mui gleichzeitig p kleiner w^t als den Ueiiuteu der 
Bet^e von: 

^■(1) F(a) F(t-i) 

ni)' m'"' nt-i)' 

Diese sind alle Ton null Terscliieden; denn F(a) Terscbwindet 
fOr a=-0, aber nach unserer Annahme fQr keinen «öderen 
Wert, der diesen mn eine ganze positive Zahl übersteigt 
Demnach wird nach (5) und (9) für jedes ganze positive X: 

■■+I V.-.Ci-ii 

I FW I 

^ pm <y" 

voraosgesetet, dals bereits 

I Ci I <n 7 1 <H I < j-i » ■ ■ ■ I "1- 1 1 < n-i 

bewiesen ist. Nnn sieht man aber nnmittelbar, dab | «i | <^ J*!) 
wir schlielsen slso fttr i = 2, |(^|<>'j and hieraas filr A — 3, 
{c^|<7'g, a.s.w. Es ist also: 

l<'i|<n. (i=.l, 2, 3,...oo). 

Somit konvergiert unsere Reihe (3) and stellt eine LSsnng 
der Differentialgleichang (2b) oder (Sc) dar, Ms die Reihe (7) 
konvei^eri Um dies zu prüfen, multiplizieren wir in der 
Gleichung (6) auf beiden Seiten mit 
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robstitiiiereii dann die Reihe (7) und Tergleichen die Eoe£Q- 
zientea der gleiclmam^en Potenzen Ton x. So erholten wir 
die neue Be&nrsionfiformel 

ii/'W>'"-f[(i-i)a-2)-(»-»)+a-i)- ■(>-«+i)+-'+>-iJn- 
+ Jf[(J-l). .(»-»+1)+. .-H],,., 
oder: 

(10) pmn-[^fß - 1) + -äf/iw]«-., 

wo f^(X) eine ganze Funktion »—!*"' Grades Ton X iai, 
während f{X) den Grad n hat. Also wird 






Vi 

> n-i 



tmd die Eeihe (5) konvergiert fOr alle | x | < r, mithin . anch 
die Beihe (3) innerhalb des Kreises r nm den singalären Punkt 
a:==0. 

Hiermit ist bewiesen: 

Satz U. Ist der Grad der determ^Uerenden Gleichtmg 
gleieh d«r Ordnung n der Differentialgleichung, also der he- 
trachtete Fol x='Xq eine StäXe der BestimmQteii, und ist a eine 
Wvrzd der däerminierendm Oleit^ung, aus der durch Addition 
einer positiven ganzen Zahl ieine neue Würget abgdeifei werden 
hmn, 80 existiert immer eine Lösimg, die na(^ Division mit 
(x — x^y in dem Gänete von x = Xo r^iilär ist. 

und es folgt darans: 

Sati in. Sind Jceine zwei Wurzdn der determinierenden 
Gleiclmng um eine ganze ZcM verschieden, so entspricht »Are» 
n Wurzdn ein Fundameatalsystem von Lösungen, die sich um 
x = Xo in der in Safe II angegä)enen Weise vo'hälten. 

810. Beispiel. Als Beispiel fOr die vorstehenden Ent- 
wickelungen behandeln wir wieder die Oleidiong: 

(1) ^ + Ü^_„.y_0 

in der ümgebni^ der singd^en Stelle x = 0. Wir machen 
entsprediend der Formel (3) der Nr. 806 den Ansatz: 
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und finden fOr tc die „determinierende Qleiohnng" (Formel (4) 
der Nr. 806): 

F(a) = «(« + 2n - 1) - 0. 

Ihr Grad ist gleich 2, also ist ir — eine Stelle der Bestimmt- 
heit, Iflt Biso 2« — 1 keine ganze Zahl, bo existiert (Nr. 808, 
Satz m) ein FnndamentalBystem von LÖsnngen y^, y„ Ton 
denen die eine zum Exponenten a >-> 0, die andere znm 
Exponenten 1 — 2 n gehört Das Gebiet des Punktes ic = 
ist hier (Nr. 796) die ganze komplexe Ebene. Denn aofser 
x BB liegt kein singnlärer Punkt im Endlichen. Also wird 
die eine Lösnng ifi dnrch eine beständig konvei^nte Potenz- 
reihe gegeben, die uidere y^ dnrch das Produkt einer solchen 
mit «*— *". Erstere Terhält sich also regolSr um a: = 0, die 
letztere nicht. 

Die Reknrsionsformel fOr die Ci ist: 

F{a + X)ci-m'-Ct-,'~0, 

wobei (^= 1, c^i^ zn setzen ist. 

In Ühereinstimmmig mit Nr. 806 ist also der Koeffizient 
Ton C), gleich F{a + A). 

Für die erste Wnrzel a =■ wird 

F{a + 1) = X{X + 2n- 1), 
also wird fBr y,: 



* l.(i + 2»-l) 

II folgt also, da Cq<- 1 ist: 



* ~ 4 (3m -1-8) 8.4(an-|-l)(2n-|-8) 
'^'*'6(an-|-6)'^3-4-6(3n-|-l)(a»i-|-8)C8« + 6) 

Andererseits folgt wegen c_i=0: 
c, = C=C5 = 0. 
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Mithin wird: 

!'»"'■'■"'" 2(2« +1) + 2*(3n + lH2» + 8) "^ ■ ■ ■ 

Fflr die zweite Wurzel findet mau dtirch ganz analoge 
Breolinnng: 

.y» = «^~*" [1 + 2(8_2n) + 2-4(S-aw)(6-2n) + ' " ' J' 

und die Tollständige LSsong wird 

in Üb^-einstimmnng mit Nr. 802, Formel (3). 

§ 3. Weitere Beispiele. 
811. Brstea Belapid. Die Esistenz des fOr onser Beispiel 
soeben aofgestellten Fnndamentalsystemes wird dnrcb die all- 
gemeinen Sätze der üt. 809 nur in dem Falle bewiesen, iaSa 
2» — 1 keine ganze Zahl ist. Es ist aber erid^, dab sie 
tmoh dann bebanpteti werden kann, wenn 2n zwar ganz, aber 
gerade ist Denn dann sind nacb dem ScbloBse in Nr. 800 
die Keiben fär y, and y^ beständig konvergent nnd eben&lls 
Lösungen der Differentialgleichimg. Es bleibt also nnr noch 
der Fall zn betrachten, dals 2n eine ganze, ungerade Zahl ist 
AlwflftiiTi folgt immer noch aus Satz 11 (Nr. 809), daä jeden- 
£[iI1b eine der beiden fSr ^, nnd y^ soeben aufgestellten Aus- 
drtlcke der Differentialgleichmig genügt nnd zwar deijenige, 
welcher zu dem grSfseren Exponenten gehört. Es ist also dann 
y^ eine Lösung, wenn 1 — 2» negativ oder null, also 2n eine 
positive ungerade Zahl ist. Dagegen ist y^ eine LöBung, wenn 
1 — 2n positiv, also 2n eine negative ungerade Zahl ist. Nach 
Nr. 803 geht aber die Differentialgleichung (1) durch die 
Sabatitntion y = a^— *"-jS in eine solche fOr « Über, bei der n 
mit 1 — » vertauscht ist, und dies ist auch aus den soeben 
fttr y^ und y^ aufgestellten Anedrücken abzulesen. Daher kann 
man sich auf den Fall beschränken, dals n eine positive 
ungerade Zahl, also t/j die von Satz 11 gelieferte Lösung ist. 
Die Beihe für y^ ist nach diesem Satze immer noch beständig 
konvergent. Dagegen wird die för y^ illusorisch. 
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Um also za y^ ein zweite« Integral za finden, mnls man 
einen anderen Weg einsolü^^. Wir bedienen nns dabei einer 
Methode, die allgemein bei BifFerentialgleichimgen 2*" Ordnung 
Yerwandt wird. 

Vorerst fahren wir allerdings noch eine bequemere Be- 
zeichnung ein, indem wir setzen: 

2» = 2r + 1, 
Bo dafs r null oder positiv ist Die vorgel^te äleichnng 
wird dum: 

und es ist: 

!'>"' ■''sCar+S) ■'■ 2.4.{2r + 2) {8f- + 4)'*" '" 
Wenn man diesen Wert von y^ anwendet, so wird das 
allgemeine Integral dargestellt dnrdi 



wobei C und C zwei willkfirliche Eonstanten und x^ ii^end 
ein An&ngswert von x ist (Nr. 774). Da jf, fOr a; = nicht 
verschwindet, ist aber —, nach ganzen positiven Potenzen 
von X entwickelbar. Man kann also seteen: 

" -+.5. + ... + ^£:z} + Z, 

1 ~ «Sr ~ ~ -K ~ u'' 



wobei T um x => regulär ist. Fo^lich hat man: 



f-. 



P bezeichnet ein Polynom vom Grade 2r, O eine Konstante 
und V eine sjialytische Funktion, welche um x = regulär 
bleibt Hieraus folgt, dals die voi^el^^ Gleichung eine 
Lösung von der Form: 

!'-»i(J-, + fi'ia;)+<. 
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haben m-ala, wobei s eine Funktion ist, die nm x~0 r^olär 
ist. Demnach ist «s angezeigt, die Snbstitation anzuwenden, 
welche durch die vorstehende Formel aosgedrCekt wird, nnd als- 
dann die Entwickelimg Ton Mac-Lanrin oder das Verehren der 
unbestimmten Koeffizienten auf die transformierte Cfleichmig 
fflr e anzuwenden. Diese wird sich von der ursprünglichen 
nnr dnrch ein zweites Glied nnterscheiden, welches dnrch die 
Sabstitation eingefOhrt ist. 

812. Zln besonderer FalL Wir hesdiränken ans darauf, 
die Bechnnng für den ein&chsten Fall, wo r = ist, ans- 
znfOhren. Die gegebene öleichnng ist dann: 

ond ein partiknlarea Integral derselben ist: 



..=+2 



8'. 4'... (2*)' 



Das mit P bezeichnete Polynom redazlert sich hier auf 
eine Eonsteoite, und das Produkt f y^ kann mit e vereinigt 
werden; femer ist evident, dals es gestattet ist, = 1 zn 
setzen, und folglich können wir 

tf^yjx + e 



annehmen; also: 






!» + % + 



Ti^^ man diese Werte in die DifFerentialgleichni^ ein, 
so erhalt man die transformierte: 



Wir setzen nun: 

B = ao+ a^a? + a^^ -f 1- ato^* + ■ 
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und bezeichnen zur Abküizmig mit 

den Wert Ton j/j. Substituiert man diese Werte von e und 
von ^1 in die Differ^itial^eiehimg tmd setzt die Koeffizienten 
gleicher Potenzen Ton x auf 'beiden Seiten einander gleich, 
BO folgt: 

4i*at — t»'Oi_i = — AhAi 
und folglich; 

■Ah -li-i^ *' 
und folglich: 

Nichts hindrat nns a^'=0 anzunehmen, nnd also wird: 



"* = - a'.4'...(2fc)' V^^ä ^8^ ^*; 
Also hat man als zweites partiknlares Integral: 

y.-yi'»-^ ,■.,"■■' (at)- ('+? + i + -- + l)- 

818. Bin nener SpesialfUl, Wir hatten schon Gelegenheit za 
bemerken, dals es aach von Nutzen sein kann, eine Änderung 
der Variabelen zu vollziehen, bevor man eine Reihen- 
entwickelung ausfahrt. Wir wollen dafOr ein Beispiel geben, 
indem vrir einen neuen Fall der Gleichung 

dx* ' X dx " 

betrachten. Wir setzen p, = ± m nnd ftthren die Sub- 

stitation aus: 

» = "■■ Ä = (5S+'")^-. 



i-y_ 



(S+24 



+ (i'» e". 



Da fi^B. »t* ist, so erlialteii wir die tnmaformierte Glei- 
chung fOr z: 
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Yenmeliflu wir nun dflnelben durch eine Koihe 

e =• a^+ a^^x + a,!^ ■\ |-Ot«*H 

za genügen, so folgt, indem vir die Koeffizienten irgend einer 
Potenz Ton x nnll Beteeo: 

h(2n + ifc - l)ot + 2ii(n + k- l)oi_, - 0. 

Ist 2» nicht eine ganze negative Zahl, so beatünmi diese 
Qleichang das Terhältnis der Koeffizienten a^ : ai_i, oud 
daraus gewinnt man den Wert von ai, lülmlich: 
a ( 2aY n(n + l)...(n + h-l) 

der erste EoefiBzient o,, bleibt willkfirlicb. 

Ist tt eine ganze negatiTe Zahl — r, so zeigt die et- 
haltene Bdation zwischen a« nnd oi^i, dais Or+i null isl^ 
and folglich gilt dassribe aach fOr Or+t, t^+t,--- Anderer- 
seits kann man aber aacb die Koeffizienten a^, a^, ... Oir noH 
setzen, <hr+x willkürlich amiebmen, mid nladunn gind die 
folgenden Koeffizienten bestimmt als FnnktioneQ von Otr+i. 
Demnach erhält man in dem Torliegenden Fall die beiden 
folgmden Lit^rale der Oleiobnng für «: 

e = a^+ OtX + a^a^ + h Or«', 

. mid mithin eine partikulare LSsmig der nitiprfliigliohen Olei- 
chong durch einen Ausdruck, welcher nur eine endliche AngAhl 
Tou Oliedem besitzt. Wir bemerken dabei, dols mau zwei 
partikulare Integrale dieser Art hat, da man für f» den 
doppelten Wert ± tn wählen kium. 

HieraoB folgt, dab sich die voUständige Losung der ge- 
gebenen Gleidmng in endlicher Form darstellen lälst, wenn n 
eine ganze negative Zahl ist. Dasselbe gilt auch, wenn n 
eine ganze positive Zahl ist, demt dieser Fall ^Ust sich, wie 
wir bereits sahen, auf den vorigen zurückfahren. 

Man erhält dann auch dos Integral in einer bemerkens- 
werten Form, indem man folgendennaisen verföhrt. 
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. 814. SoblTiAi des BeisplelM. Wir setzen : 

und die DifFerentia^^eielniiig wird: 

Der ente Teil dieses Änsdrackes ist die n" Ableitang der 
Fnnktion Xj-; de^teichen ist der zweite die «*" Ableitung TOn 

(2nx + n)u. 
Integriert num also die Gleichung »-mal, oud bezeichnet man 
mit P«_i ein willkfirliclies Polynom Ton x vom Grade » — 1, 
so erhält man: 

x^ + (2^x + n)u-P^-,. 

Da wir aber nnr einen partiknlaren Wert von u branchen, 
80 können wir 

P«-i = 
■geizen; also wird die Torstehende Qleichimg^ wenn man die 
Variabelen trennt: 



hieraus folgt: 


^+(2^ + 2)<Jit-0, 
lu + 2lix + nlz = conat. 




Setzt man die Konstante eben&lls noll, 


■0 wird: 


demnach: 


«-e-"-x—, 




. ""-'f 


-''■'->, y^e'-"-'^- 


-"••,—) 



Den Werten + m und — m Ton (i entsprechen zwei par- 
tikulare Int^rale der orsprünglichen Differentialgleichung; 
das voEstSndige Integral ist also im Falle eines positireiD 
ganzzahligen »: 



= 06" 
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Ist » eine ganze nc^tiye Zahl, so mala man 1 — n im 
Stelle von n schreibm und du erhaltene Keeultat mit a^~*" 
multiplizieren (Nr. 802). Eh wird also in, diesem Falle die 
Tollständige LSgnng: 

y - Ce»'a!^~*" -— :^ + C'e-""a:>-''' — _- ^ 



% 4. Beziehungen zwischen BUTerentialglelehnDgen und 
bestimmten Int^ralen. Snmmatlon ron Keihen dnrch 
Dlfferentialgleichnngen. 
816. DantellTUig von LSsnngen dnroli bestimmte bto- 
grale. Bzatea BelspieL Anstatt die Integrale durch Beihen 
dsrztuteU«!, ist es oftmals vorteilhaft, bestimmte Integrde 
anzawenden. Die Ao^pibe, welche hierbei zu Idsen ist, besteht 
also darin, dals man durch solch ein Integral die Samme 
einer bestimmten Reihe ansdrSckt. Eine allgemeine R^el 
hierfflr lälst si«^ nicht anfstellen; auch beschränken wir miB 
daranf, nor ein Beispiel zar Erlaatenmg anzugeben. Wir 
wählen wieder die Gleichong: 

W g + vH-»-'»-»! 

sie besitzt, wie wir gesehen haben, ein Int^ral von der Form 

(2) y-^ + ^a:» + Jlja:*+ ■■+^«»*+-' 
wobei die Koeffizienten^ der Bedingung genügen: 

(3) ^ = 2t(2« + 2i~i)^*->- 
Setzt man 

so wird die Bedingung (3): 

9(i) ™ a*{2i- 1) tp{h-l) ' 
and hieraus folgt: 
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Da A^ willkflrlich iat, so wählen wir ^— 7(0), also wird: 

Wenn nun » positiv ist, so wird der Gleiclmng (4) ge- 
nügt, wenn man 

ip(k) ^ / C08'*oisin*"~^fl)dfl) 



setzt, wie man ans der teilweisen Int^ration erkennt; man 
VnTiTi demnach. 

^ ■— jSTT. / c08**a>sin*""~*(Ddro 

setzan, nnd die Qleichnug (2) eigiebt als LSsong: 

/ /, , M*a;'coB*m , m*ai*cot*oi , \ . ,__, , 

»' -J (1 + —TT- + TrsTiTT + ■ ) ""'-'»«i» 
.oder 

yj=/ i(«"-»°«-+e-""««")6in»"-irodo. 



Um ein zweites Integnd zn bekommen, kann mau (Kr. 803) 
n in 1 — n verwandeln, and sodann mit i)^~'" multiplizieren; 
also wird: 



Dies setzt aber voraus, dalh n< 1 ist, denn sonst wird 
dieses Integral unendlich. 

816. Zweites Beispiel. Ist m* n^pitiv, und setzen wir 

«• — A 

SO üt das vollständige Iniegnd der Gleichung 
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wenn « zwisdien und 1 enthalten ist, gleich: 

y = <7/ coB(/ta;oo8Ci>)8in'"~'i»di» + C'fl!*~'" / C08(/ifl!C0Bß))8m'— '"o>do>, 



bt **'" -ä' BO werden die beiden pao'tikalaren Integrale 
in dieser Formel identisch; doch kann man leicht das all- 
gemeine Integral, welches diesem Falle entspricht, erhalten, 
wenn man das Verfahren anwendet, dessen wir uns schon 
mehrmale bedient haben. Wir setzen 2n = 1 — %, so wird: 

8in*"~*© — 1 — A log (sin ta) -\ ^ ^ — ^(sin <o)^*, 

(»■!■■..)■-■•- 1 + ilog (»»inoi) + ''"'»'^%''"°' (»Sil i.)«'; 

6 und 6' sind Werte zwischen nnd 1. Trägt man diese 
QrSIsen in die obige Formel ein und ersetzt man dabei 
G+C durch Ci, C"Ä dnrch Q, lälst man endlich Ä nnU 
werdra, BO folgt: 

y = (^ / cos (jixooBa)dio + Cj / cosO*a:cosro)log(a: Bino))d(o, 
nnd dies ist das ToUständige Integral der Gleichung: 

Dieses Reanltat läiät sich aaeh leidit ans der Entwiokelong 
in Nr. 812 ableiten, 

817. Bereolumng besUmmter Integrale dnrdhlHflierential- 
glelohnngen. Die Aufgabe, am die es eich hier handelt, ist 
die Umkehr der Tor^n. Enttült ein bestimmtes Integral einen 
Tariabelen Parameter, so kann man das Problem stellen, eine 
DifferentiiU^eichang zn bilden, welcher dieses Integral ge- 
nügt, nnd in welcher das lut^^ als die unbekannte Funktion 
eingeht. Lälst sich diese Gtleichimg nun auf anderem Wege 
integrieren, so kann man auf diese Welse den Wert des 
bestimmten Int^^es berechnen. Wir wollen hierfBr ein 
Beispiel geben. 
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Wir betraoliten das beatiinnite Int^ral: 



(1) »=7(1+0^ 



■ätt, 



wobei der Exponent m + 1 als positiT Tono^eaetzt ist. Die 
teilweise Integration ei^ebt: 

also: 

oder 

(2) »i,-8(»+i)y ^ii"y+, "'i«. 

Differentiiert man diese Gleicbnng zweimal, bo folgt: 

(3) ^__2(„+l)y^j|^..<i. 

Damit dieBBB Int^ral einen bestimmten endliobeu Wert 
hat, mnls 2m + 1 poaitiT Bein. Denuiacb wird: 

Die Differentiation der Gleicbnng (1) ergiebt aber aach 



und also ist nach den Gleicbnngen (4) and (5) : 

-^^ - xy — £(»+ l)j^ 
oder 

(6) p^-^Jl'l^y^O. 

^ ' dx* X dx ' 
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Dies ist die Differentdalgleichniig, weldifi wir in den 
Torigen Absclmitteii behandelt haben. Wir kSnneoi sie in end- 
licher Form iategriereu, wenn n eine ganze Zahl iat; in diesem 
Falle kann man also auch das bestimmte Integral in expliciter 
geschloBsener Form angeben, 

Ist z. B. n ™ 0, so reduziert sich die Differentialglei- 
chung anf : 



und ihre vollalÄndige Lösung ist; 

y — Ce'+C'e-'. 

Es rnttsBen nur noch die Konstanten G and C bestimmt 
werden. Zonächst erhält man, wenn x positiv iat, C=0; 
denn das TOi^legte bestimmte Integral kann nicht mit x un- 
begrenzt wachsen. Femer wird dieses Integral fBr a: = gleich 



J ! + '-• » 



alao ist 



and folglich: 



f'^O'- 



für a: > 0, wie wir bereits in Nr. 517 gefanden haben. 

818, Snmmatioii einer nnencUlOhen Reihe durch eine 
DifllBrentialglelcaiting. Die Summe einer unendliche Beihe, 
deren Glieder von einer Variabelen abMngen, lä&t sich bis- 
weilen dadurch bestimmen, Aaia man eine Differentialgleichung 
bildet, welcher die Reihensunime genQgt, and dals man als- 
dann diese Oleichnng in geschlossener Form zn integrieren 
sucht. Auf diese Weise kann man auch Öfters zu cLuer Trans- 
formation der Reihe in eine andere gelangen, welche fElr die 
numerische Berechnung bequemer ist. 

Bttret, mv.-n. InMgTal-BHjImiuig. m. S. Aufl. ig 
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Als Beispiel behandeln wir die Aufgabe/ die Btunme der 
konvergenten Reibe: 



(1) 



X-1- 



1.8.0.7. 9 



"^^ ■'^)"l.8.6...(*ii+l)'' 

ZQ finden. Indem wir die Tarisbele x als reell and ponÜT 
annehmen, setzen wir 

y = ZV*, 
ao wird 

-* i. *"+! 

y=X*- j-g-^ + 1.8.6.7.9" ■* + f~^)"l.8. 6. ..(*»+!)■ 

Differentüert man diese Qleichnng zweim&l und mnltd- 
pliziert man das Besoltat mit 4, so folgt: 

(') 4S — .-T_[,T__4^_J__...], 
femer, indem man die Gleicbnngra (2) und (3) addiert: 

Diese Gleicbong 'ist eine lineare mit konstanten Koeffi- 
zienten, and ihr vollständiges Integral wird nach den früheren 
B^ieln: 



+/. 



(Ö) »/-jCOBy 0+ f X *coa-^dx 
Hieraus folgt: 

(6) . 



C -^ I X ' tsax-^dx 



+ jx ' C09|(Jä: 

. /-- • 
C + Ix * sin -sdx 
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Um die Eonstanten G nod C zn beBtimmen, nehmen wir 
a; =^ an and vei^leiclien die Gleidumgeu (5) ood (6) mit der 
Qleichtmg (2) nud der folgenden, die ans der Differentiatiou 
der Gleichtmg (2) herTotgeht: 

— J- 
0) g»-i:s-T '< + i^ 



Die rechten Seiten der dleichongen (2) und (7) ver- 
schwinden fOr x^O-f folglich molÄ das nämliche hei den 
Oleichnngen (5) und (6) eintreten, also ist C = und C" = 0. 
Setzt man aieo XYx an Stelle von y, so hat man; 

(8) XYx-^coB^ I x~^mBjdx + j^j j x~'*ä:ajda!. 



Da der Wert von x poaitiv angenommen igi, ho ist (Nr. 500) : 
oder (Nr. 602); 



Ftihrt mau diesen Wert anf der rechten Seite der Oleichnng (8) 
ein, nnd vertaascht man zn^eich die Reihenfolge der !bite- 
grationm, so wird: 

, ^ /_! /_i-„ 





19' 
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Nun iBt nach Kr. 456: 



» 



dfio wird 

T,>^ 1 » / «^do ,1.x lj"*ia 

l_ l «"*"^dci 

yr.J >+.' 



anf (Nr. 478): 

indem man « = « 'in dem ersieu and « = ä * in dem zweiten 
setzt; also ist: 

oder " 
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Die beiden Int^pitle: 



reduzieren sich auf (Nr. 478): 



Lineare Diff.-Qleiofa. Integration dordh Reihen od. best Integrale, 
indem muT^ 

(11) 

einftÜirt Du Prodakt Fy'Sst« wird fOr o; = + oo nnll; üt 
aUo der Wert von x sehr grols, bo hat inui naheza; 

(12) ^-^('»4+'-l> 

Es ist erideot, dals fQr Bolclie Werte Ton % die An- 
wendung der Gleichung (1) unpraktisch wäre. Wir kSnnen 
aber noch weiter gehen, indem wir F in eine Reihe ent- 
wi^ehi, welche för die Berechnung von X bei grolsen Werten 
von X sehr bequem ist. Es ist: 

j-ij,_ 1 - „•+ ,^+ ...+ (- 1).-.^.-.+ (_ 1).-^ 
I r'<"a'd<i-l i'''"i'da+-' 

+ (-l)-'/«~'"'"^<i« + (-l)-/' 'i"l.' <i 



Das letzte Int^p«! kann durch 



dargestellt werden, wenn 6 eine GrSise zwischen und 1 be- 
zeichnetj ferner ist (Kr. 500): 

« 
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(13) 



+e(-i)- ''°^.:^f+" . 



LälBt man n onbegrenzt waduen, so erliSIt mau fline 
direi^ente Reilie; da aber der Fehler, welcliea man b^^h^ 
wenn man die Beihe bei einem 61iede abbricht, kleiner iat 
ab der Wert des nächatfolgenden Oliedee, bo ist die Beihe 
doch mhr dienlich zur Berechnung von V bei grolsen Werten 
von X. Sie ist, wie man sieht, der Stirlingschen Reihe darin 
ähnlich, Ist z. B. x > 10000, so kann man den Wert tou X 
mit sieben genauen Dwümtdetelleu Termittelst der angenäherten 
Formel (12) berechnen. 

Man kann leicht beweisen, dals die Gleidinng X-=0 
eine nnendliche ATianbl reeller Wnrseln besitzt, und daßi die 
poeitivea Wnrzehi, geordnet nach ihrer GrSlse, sich immer 
weniger von den entsprechenden Wanieln der Gleidhnng 

C08 -^ + sin y -= 

onterscheiden, welche in der Formel 

a: = (4i + 3)| 

enthalten sind. Doch überlaseen wir ee dem Leser, diese 
weiteren Folgerangen zu entwickeln. 
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Partielle Differentialgleiciliuigen 
und Variationsreclumng. 
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SiebeDtes Kapitel. 

Die partielleii nad die totalen Differential- 
gleiehnngen erster Ordnung. 



% 1. Einfache FUle. lineare partielle Differential. 
gleiehnngen. 

819. OrnndbegriiTe. Ein elnfaoliM BeispleL Eine par- 
tielle Differentialgleichung enthält zwei oder mehrere nn- 
abhöngige Yariabele, eine oder mehrere anbekannte Funktionen 
dieser Yariabelen, sowie einige der partiellen Ableitungen 
dieser Funktionen. Bei den Aufgaben, welche auf solche 
Qleichnngen ffihrm, ist die Zahl der Qleichnngen gewöhnlich 
gleich der Anzahl der nnbekannten Funktionen. Die folgenden 
Entwickelungen beschränken sich auf den Fall einer einzigen 
Qleichong, welche nnr m« unbekannte Funktion enthält. 

Das Problem der Integration einer partiellen Differential- 
gleichung wird als gelöst betrachtet, wenn es gelungen ist, 
dasselbe auf die Integration eines Systemes von gewöhnlichen 
Differentialgleichungen zurückzuführen. 

Die Rednktiou ist von selbst gegeben, wenn die partiellen 
Ableitui^en, welche in der Gleichnng Torkommen, sich nur 
auf eine einzige der Yariabelen beziehen. Dann in diesem 
Falle kann man, wie leicht ersichtlich, so vorgehen, wie wenn 
eine jede der anderen Yariabelen ein konstanter Parameter 
wäre; doch hat man die Konstanten, welche durch die Inte- 
grationen eingefKbrt werden, als willkOrliche Funktionen dieser 
Yariabelen zu betrachten. 

Nehmen wir z. B. die partielle Differential^eichang: 

|| + .fti,!,)_J?(a;,S,), 
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in welcher e eine unbekannte Funktion der Yambelea x imd 
y ist, und f, F gegebene Funktionen derselben bezeichnen. 
Wird die Yuiabele y kIb Eonstante hehondelt, so ergiebt die 
Integration (Nr. 676): 



C+jF{x,s). 



//(*.»)*« 



dx 



Aber die Konstante C ist hier eine willkfirliche Fuuktioa 
Ton y; Bchreibb man also q:i(^) an Stelle Ton C, so wird: 



v(y) + 



vjF{x,y)e' 



dx 



880. Zweites Beispiel. In derselben Weise -kann man 
auch bei gewiaeen Bifferentialgleichangen vorgeheny welche 
die Äbleitnngwi nadi mehreren unabhängigen Vafisbelen enfrr. 
halten. Wir beteichten als Beispiel die Qleichmig: 
d*K , dt -, -. 

ji^ + Tx-f^-"-«); 

a ist eine gegebene Konstant« nnd f(x, y) eine gegebene 
analytische Funktion der Tariabelen x, y. Setzt man: 

0s 

80 Wird: 

^ + ap^f{x,y)f 
und in dieser Form gehört sie zu der Klasse der Qleichnnge% 
von welchen wir oben handelten. Integriert man dieselbe, wie 
wenn x eine Eonstante wäre, nnd bezeichnet man mit X' die 
willkSrliche Konstante, so erMlt man: 



= X'e-"'+ e- 



"ß 



e'"'f(x,y)dy. 



In dieser Gleichiug mnä man X' als eine willkürliche- 
Setzt man nnn wiedw v- an 



Funktion von x betrachten. 
Stelle von p, so ist: 



■g— B 

dx 



"J e'"f(x,y)dy. 
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Indem man nun diese Qleichimg integriert und dabei mit 
Y die willkflrliclie Eonstonte, d. li. eine wiUkfirlicIie Funktion 
von jr, und mit X die willkOrliche Funktion von x bez^ehnet^ 
deren Ableitung X' ist, so wird: 



—" I dxl e"' 



Z^Y+Xe-<'»+ e—oj dx I e'">f{x,y)dy. 

Es iat evident, d&te diese Formel die allgemeinste LSsnng 
der vorgdegten Differential^eicbong liefert; d. h. alle Funk- 
tionen e, welche nebst ihren partiellen Ableitnngen 

J» dxdy 

analytisch sind nnd der Differentialgleichiing genügen. Sie 
enthält zwei willkürliche Funktionen X, Y, die erste ist unab- 
hängig Ton y, die zweite nnabl^ngig von x. 

831. Die linearen Gleiahimgen mit awe! unabhängigen 
Tatiabelen. Wir werden später die Definition des allgemeinen 
Integrales einer partiellen DifFerentialgleichnng erster Ordnung 
geben und nachweisen, . dals die Bestimmui^ desselben immer 
auf die Int^p«tion eines S^Btemes Ton gewdhnlichen DifferentiBl- 
gleichung^i zurQckfBhrbar iat, wie grols auch die Zahl der 
unabhängigen Yariabelen sein mag. Hier werden wir uns 
mit dem besonderen Fall deijenigen partiellen Oleichnngen 
erster Ordnung beschäftigen, in denen die Ableitungen nur 
im ersten Grade und nicht miteinander multipliziert vor- 
kommen. 

Es seien x, y, e drei Yariabele, von denen die letzte als 
Funktion der beiden anderen betrachtet wird; wir setzen: 

de=pdx + qdy, 

womit ansgedrückt ist, dals p und q die partiellen Ableitm^ea' 
von in Bezug auf x und aof y darstellen. 

Die partielle DifFerentiatgleicbong, welche wir untersuchen, 
ist: 
(1) Pp-\-Qq = B; 
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P, Q, B bezeichnen hier gegebene Funktionen der drei Varia- 
belen x, y, b, die man sich der Ein&chheit halber ganz und 
rational denken kann. 

Wir haben früher gesehen (Nr. 88), da&, wenn u nnd v 
gegebene Funktionen Ton x, y, b sind, eine partielle Diffe- 
rentialgleichung Ton derselben Form wie oben erhalten wird, 
wenn man die willkürliche Funktion 91 der Gleiohnng 
(2) «-9(») 

AUS den Gleiehongen eliminiert, welche man durch Diffe- 
rentiation nach X und nadi y hieraus ableitet. Infolgedessen 
untersuchen wir nun umgekehrt, ob man in allen Fällen der 
Gleichung (1) genügen kann, indem man f^ e eine Funktion 
wählt, wie sie dorc^ die Oleichong (2) definiert ist, wodurch 
tf eine willkürliche Funktion bezeichnet, u und v aber be- 
stimmte Funktionen von x, y, b, deren Form Ton den Koef&- 
zienten P, Q, B abhängig ist. 

Differentiiert man die Gleichung (2) nach x und nach y, 
so folirt: , „ 

(3) 






Damit also die Gleichung (2) eine Lösong der Glei- 
chung (1) ergiebt, so ist notwendig und hinreichend, dab man 
eine identieohe Gleichung bekommt, wenn man p und q aas 
den Gleichungen (1) und (3) eliminiert. Um diese Elimination 
auszuführen, braucht man die Gleichongen (3) nur za addieren, 
nachdem man sie mit P and Q multipliziert hatj dann folgt, 
indem man die Gleichung (1) benutzt: 

Diese Gleichung besteht, unabhängig von der Funktion ip, 
identisch, wenn bei allen Werten von x, y, e die Gleichungen 
gelten: 

(4) 



fil + «5j + Bi?-0. 
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Nun haben wir In Nr. 727 bewiesen, dafe die beiden 
Integrale des Bimtütanen Systemes: 

(6) ¥ 

wenn man dieselben mit 

(6) u = const. V ^ oonst. 

bezeichnet, den Gleichungen (4) identisch genügen. Wählt 
man also fOr u and v in der Gtleiclmng (2) die Fimktionen, 
welche aU Integrale des Systemes (5) bestimmt sind, so hefert 
diese Gleichung üne Löstmg der partiellen Differentialgleichui^, 
wie auch immer die Funktion 9 angenommen wird. 

882. Daa allgemeine Xntogral der linearen Gleiahnngen 
mit nrel nnabMnglgen TerilnderUohen. Wir wollen non 
noch beweisen, dals jede Lösung der Gleichung (1) in der 
Gleichimg (2) enthalten ist. Nehmen wir an, da& die Glei< 
chni^ (1) erfOUt ist durch eine Funktion e, die durch die 
Gleichtue 

(7) F(x,y,i)-0 

definiert ist, so folgt aus dieser durch DifTerentiatiOD: 

dF , dF n dF , 8F ^ 
J^+PJ7 = ^> ^ + «-57 = **- 

und indem raan diese Werte von p und c; in die Differential- 
gleichung (1) einsetzt, mnlÄ unserer Annahme nach 

w ^w + elf+^lf-» 

werden, bei allen Werten Ton x und y, wenn man för b 
seinen Wert ans der Gleichung (7) sabstituiert. 

Die Grörsen, welche wir mit u und v bezeichnet haben, 
sind aber gegebene Funktionen Ton x, y, e. Also kann man 
y, z als Funktionen von m, v, x, oder a:, ? als Funktionen 
von u, V, y betrachten. Es sei denmach: 

(9) F(x, y, ») - f(u, «, X) - /;(«, ., »); 
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dann ist: 

F« "" a« 8fl! "'' Sc 20! "'' die' 
dF 8f du , «/■ dv 
5» ~ S^ Fy "*" Jö 3y ' 
dF dfdu.df dv 
F7 °" 5« J? "'' a« 37' 

und die SnbstihitioiL dieser Werte in die OleidLong (8) ergiebt 
aof Qrnnd der G-leichang (4): 



Dei^flidien fo^ »ob der Formel (9): 



Bednziert sicli die linke Seite der Qleiohong (7) nicht 
anf eine Fnnktion der Tariabeleu u und v allein, so werden 
die Ablditnnffen 

nicht identisch nnll; man kann dann aber auch nicht annehmen, 

dals eine der Gleichimgen 

ox ' dy 
anf Ghnuid der Gleichung (7) 

/■(», ., »)-0 

besteht; denn die Elimination von x oder von y wOrde eine 
Endgleiohong zwischen u nnd v eichen, was zufolge der 
ünablüngigkeit der Funktionen u nnd v (Nr. 727) nicht 
möglich ist Also mOTsteu F and Q nnll werden vermittelst 
der Gleichnng (7), and dies erfordert, dals anch B gleich nnD 
wird. Es ist also evident, dab, wenn P, Q, B gleichzeitig 
fBr eine Funktion g der Variabelen x nnd y Teischwinden, 
diese Funktion der DifFerentialgleichnng genügt. Indem wir 
aber von diesen siognlSren Lösungen, die nur in beeonderoi 
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imien anfb-et^i, absehen, erkennen wir, dafs die Gleioliang (7) 
notwendig Ton der Form 

ff («, w) = 
ist, worauii man fflr v einen Wert 
V - yC«) 
ableiten kann, der nor von u allein abhät^ 

828, G-eomfitrlMlke Deutimg. Bas Problem, welches wir 
hier dorch ZorflckfOhnu^ auf die Integration eines simnitanen 
Sy Sternes Ton zwei Glei<^inigeD gelöst haben, lälst sich 
geometrisch folgendermabsD interpretieren. Wie die Koordinaten 
f>!) Vi ^ geometrisch einen Fonkt im Baome darstellen, so 
wird durch die OrßJjsen p, q, welche za solch einem Wert- 
system gehören, eine Ebene in dem betreffenden Funkt fest- 
gelegt, indem man derselben die Gleichxmg giebt: 

t-" ■= j'Cfi - *) + Qiv - y)> 

wobei I, 17, i die laufenden Koordinaten bedeaten. Ifennen 
wir einen Punkt, mit einer dorch ihn gel^^ten Ebene ein 
FläehendemetU oder kurz £Jem«tt/, so giebt es 00' Elemente, 
entsprechend den fOnf GrSlsen x, y, b, p, q. Eine partielle 
DifFerentialgleichnng 

f{x, y> n, p, 3) "• 0, 

welche eine Relation zwischen diesen fOnf GrSlsen darstellt, 
nm&lst 00' Elemente, indem zn jedem Punkte des Baumes 
nur noch ein&ch nnendlidi viele Ebenen gehören. Ein Int^ral 
der Differentialgleichong ist jede FUche 

e = F{x, y), 
welche die Eigenschaft hat, dals jeder Flächenponkt mit seiner 
Tangentenebene ein Element bildet, welches der Differential- 
gleichong angehört 

Ist nnn insbesondere die Differentialgleichong eine lineare, 
also Ton der Form: 

Pp-hQq-B, 
ond sind P, Q, B eindeutige (etwa ganze) Fonktionen, so 
bilden die Ebenen, welche jedem Funkte des Banmes za- 



^dbvGi)l>^lc 



304 Siebeutea EKpiteL 

geordnet werden, ein linearea Ebenenbflschel. Denn liaben 
X, y, beetämmte Werte, so üt fSr jede diesem Pimkte zn- 
geordnete Ebene 

£-«=i>CI-a;) + 2(i)-») 
die eine Koordinate q darstellbar darch 
S~Pp 

ao dafs die GleiclLnng der Ebene wird: 

ea - ») - «Kl - «) + (B - Pi.)(.i - !/); 

dieselbe enthält in ihren Koeffizienten nor eine Yariabele, 
welche in der ersten Potenz sofbritt, und alle die Ebenen, die 
sich bei willkOrUchen Werten Ton p ergeben, schneiden sich 
demnach längs der Oeradrai, deren Gleichungen sind: 
«(f ->)-«(,-!,), «(|-l)-P(,-j,). 
Durch eine lineare partielle Differentialgleichung wird 
demnach jedem Pimkte eine Eichtang zugeordnet, welche mau 
durch das simultane System 

Qdz~-Rdy, Qdx = Pdy 
o"*«^ dx dy d^ 

p ^ e ^ B 

darstellen bann, wodurch ausgedrückt ist, dals der zum Funkt 
X, y, e benachbarte Punkt 

X + dx, y + dy, z -^ de 
auf der Toi^eschriebenen Richttmg liegt. 

Soll nun eine FUiohe die Eigenschaft haben, dab ihre 
Punkte und Tangentenebenen Elemente bilden, welche den 
Differentialgleichungen genügen, d. h. soll sie ein Integral 
dieser Gleichung sein, so muls durch jeden Funkt der Fläche 
aach die zugeordnete Richtung hindurchgehen und in der 
Tasgentenebene liegen. Die Riehtungen, welche durch das 
simultane System dai^es teilt werden, bestimmen aber ein 
System von oo* Kurven im Baum oder — wie wir in Nr. 729 
s^^ten — eine Konffmens; dasselbe wird durch das vollständige 
Integral des simultanen Syatemes geliefert, welches wir durch 
u = C, v=0' 
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bezeichneten. Jede dieser GleicKongen liefert ein einfach 
uneDdlicheB FlächenB^stem, und jede Fläche dm einen Systemes 
vird TOQ jeder Fläche des anderen längs einer dimer Knrren 
geschnitten. 

Weil nun jede Int^p-alSache in jedem ihrer Punkte zu- 
gleich die TOi^eschriebene Fortsckreitimgsrichtnng enthält, so 
entimlt sie anoh die ganze Enrre, welche von dieser Fort- 
Bchreitnngsrichtnng hestimmt ist; das heilst, anf jeder Int^ral- 
fläche liegen ein&ch nnendlidi viele Karren; and omgetehrt 
jede Fläche, welche ein&ch unendlich viele Kurven enUiält, 
ist eine Integralfläche. Einfach unendlich viele Kurven des 
Systemes P _ /ir 

erhält man, indem man zwischen den Konstanten C und C 
eine willkärliche Relation annimmt, d. h. jede Integralfläche 
lälst sich in der Form 

daratdlen, und alle Flächen dieser Form sind Integrale. 

Die Tangentenebenen, welche die verschiedenen Integral- 
Mdieu Lu den Punkten einer auf ihnen gelegenen Kurve 

u~C, v=C' 
besitzen, können voneinander Terscbieden sein, da ja in jedem 
Punkte der Baumknrve noch einfach unendlich viele Ebenen, 
welche durch die Tangente hindurchgehen, vorhanden sind, 
mit anderen Worten: zwei Int^ralflächen können eich längs 
einer der Baumkurven schneiden, wie ja auch umgekehrt jeder 
Schnitt zweier Int^pralflächen eine Kurve des Systemes sein 
mnls. Dagegen ist das Gesetz, nach welchem sich die Tangenten- 
ebenen längs einer Baumkurve auf einer Fläcbe ÜLdem, voll- 
kommen festgelegt, wenn man in einem Punkte der Baum- 
korve die Tangentenebene kennt, so dals, wenn zwei Integral- 
flächrai in einem gemeinsamen Punkte dieselbe Tangenten- 
ebene haben, sie sich auch in allen Punkten der Kurve 
berfihrrai. Denn ist 

y («, t>) = 

die Gleichung einer Integralfläche, auf welcher die Kurve 

Sarrtt, Siff,- b, IsMsn] - BMboBDS. DL S. AniL 20 



^dbvGooglc 



li^, wobei unter C, and C, zwei bestimmte Qrö&eii yer- 
itanden sind, welche der Belatioa 

fCC., o,)-o 

genügen, so ist die Tangentenebeue der Fläche in den Punkten 
dieser Koire durch die partiellen Ableitungen bestimmt: 

8if du , d<p dv 8<p du . dq> dtr dq> 8u . 8ip dv 
¥ü ^'^dvJi' Sü Sy'^Sv dy' du 'Be '^ Sv Jg''' 

dieselben bestimmen eine Ebene, welche in jedem Punkte der 
Enrre dorch die Tangente derselben hindnrchgeht, denn für 
dieselbe ist: 

Innerhalb des Ebeneubüschelti um die Tangente ist aber 
die Tangentenebene der Fläche dorch den Wert 

8<p 0q> 

fixiert, weldier, da u and v in allen Pnnkten der Karre die 
festen Werte Ci nnd C^ haben, in allen Punkten der Eorve 
miTerändert derselbe ist, so dals, wie wir s^^n, die Tangenten- 
ebenen längs einer Kurve dorch ein Änfangselement voll- 
kommen bestinmit sind. 

Will man dieses Gesetz der Tangentenebene direkt an der 
Differentialgleidtnng erkennen, so hat man folgendermaüsen zo 
Ter&hren: Die Gleichong 

Pp+Qq = B 
ist eine Identität, wenn man e als eine Integralfimktioji von x 
nnd y betrachtet nnd p and q die Ableitungen von e sind. 
Also bleibt die Gleichung erhalten, wenn man sie partiell, 
sowohl nach x wie nach y differentiiert; es wird demnach: 
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Cleht mau in der Richtung einer Systemkorve weiter, so 

"'' . ix-.iy-F-.Q, 

femer ist; ^ s 

dp oq 

Sy ¥x 
nnd also 

mithin wird die erste Gleichimg, indem man 

Pp+Q,-B.f, gp + ||,-» = |f ...... 

setzt (wobei x, y, 8, p, q sh imabhäi^ge Yarisbele gelten): 

und ebenso die zweite: 



Jl^-t-äa^f «If- 



+ ä£ + «^-<'- 



Diese beiden Gleichnngen bestimmen die totalen Ändemngen, 
welche die Koordinaten p nnd q erfahren, wenn mui längs 
einer SjatemlnirTe fortschreitet; man erkennt aus denselben 
wiedemm, dals jede Integralfläohe nicht nur ein bestimmtes 
Gesetz fttr diese Änderung der Tangentenebene liefert, sondern 
dals dieselbe durch ein Anfangaelement fOr alle Integralflächen 
festgelegt ist. 

Oiebt man dem simultanen Systeme 

dx:dy:dz = P:Q:n 
die Form , ^ ^ df df df ^ df 

so kann man das Gesetz der Fortschreitnngerichtnng nnd der 
Tai^eatraiebene dnrch die Gleichnngen: 

darstellen. Bezeichnet man eine Ramnknrre dieses Systemes 
mit einer bestimmten, dm-ch ein An&ngselemeut festgelegten 
Znordnting ihrer Tai^;entenebenen als eine CharaÜmsi^ der 
partiellen Dififerentialgleichong, so giebt es cc' Charakteristiken, 
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die dnrdi daa Tollstindige Int^nl dioMr Bimnltuan vier 
Differential^eichangen unter Berflclmiditigaiig der öleichong 

/■(*. y, e, A 9) — 
erlulten Treiden. Anf jeder Int^ral£äche sind ein&ch mtendlidi 
Tiele diarakteristiken zn einer Fläche rereinigt 

894. ZJnear» Qlelohongen mit beliebig vielen VarUbelen, 
Die Tontehende Entwickeltmg labt aich auf alle partäellen 
DifTerentiBlglfliohnngfln enter Ordnung anwenden, welche in 
Bezog anf die Ableitungen linear sind, wie grols andi die 
Zahl der unabhängigen Variabelen sein mag. Dies wollen wir 
hier nachweisen. 

Wir werden mit ^i, ;c,, . . . a:» die n onabhängigen Variabelen 
bezeichnen, mit x die Hanptrariabele, d. h. die uibekannte 
Ehmktion der Xi . . .Xn; femer werden wir 

dx=p^dXi+Ptdx,-\- — Vpndx, 
setzen, so dab die GrSfoen p die partiellen Ableitungen sind. 

Die allgemeine Form der linearen partiellen Differential- 
gleichnngen, welche wir nnn betrachten, ist: 

(1) P,i>,+ P,A + -..+ P.j>.-P; 

Pi, P), . ■ ■ Pn nnd P sind gegebene Fmiktionen der « + 1 
Yariabelen x, x^, Xf,...Xn- Ist P identisch 0, so heilst die 
Gleichung homogen. In Kr. 727 betrachteten wir den noch 
spezielleren Fall, dals solserdem noch die Pi . . . P, &ei von 
X sind. Allgemein haben wir in Nr. 89 gezeigt: sind »1, %, . . . Un 
g^ebeoe Funktionen der Yariabelen x, Xi, x^, ...Xn nnd stellt 
9 eine willkltrlidLe Funktion dar, so fOhrt die Öleichong 

(2) a>(»„ «,,«.....■«.) -0 

zn einer partiellen Differentialgleichong von der Form (1), 
wenn man dieselbe partiell differentiiert, und die willkürliche 
Funktion eliminiert Wir untersuchen nun umgekehrt, ob es 
möglich ist, wenn die Oleichong (1) gegeben ist, ihr durch 
eine Gleichxmg von der Form (3) Clent^e zn leisten, indem 
die Funktionen u^,Uf,...ti„ in geeigneter Weise bestimmt 
werden. Indem man die Clleichang (2) nach jeder der anab- 
hängigen Yariabelen differentiiert, erhält man das 87Btem: 
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d» /du, ., du,\ , , d* fiu„ dux 



(3) 



9# /dw, 

85; 



(&+^ 



^Fiiv?;: 



i+p. 



■5^; 



Damit die Gleidmng (2) der gegebenen Differential^ei- 
diong (1) genQgt, ist notwendig nnd liinreiclLend, Aais die 
Elimination der Ableitungen p^, Pi,-..pn zwischen den Glei- 
chungen (1) und (3) zn einer Identität fDhrt Diese Eliminstion 
lä&t sich dadaroh aosßihren, dal« man die Qleichnngen (8) 
addiert, nachdem man sie znvor mit Pj, P,, ...Ph multipliziert 
hat, nnd dais man dabei die Oleichnng (1) berficksichtigt; 
man findet so: 



l-3^\-^TC-l 



+ -+'.|?j 



Diese Oleichong ist erfüllt, was anch die Funktion 9 
sein mag, wenn die Identitäten bestehen: 



w 



nnd wir wissen (Nr. 727), dals diese äleichongen in der That 
gelten, wenn die Funktionen Uj , «g, . . . Uh derart gewählt sind, 
dals die Gleichni^en 

Mj = const., W| = const, . . . m« = const. 







pä". , p8«. , 


■+^.^:=<'. 
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die n Lit^nle smd des STatemes Ton nmoltaiuai Differantial- 

,, , ^ ^ ^ _ ^^ 

(O) p^ p, '^ p^ —■■-=. p^ ■ 

8S5. Daa allgoiMine Integiml dez linearen Olelohnngen 
mit beUeblB -vielen VerinderUohen. In der nämlichen Weise 
wie in Nr. 832 kann man femer zeigen, data, abgesehen tou 
den dort erwähnten Ansnahmefillen, wo alle Fnnttioneu 
P, Pi, Pff-P^ durch eine and dieselbe Fanktion von 
Xi, Zf...Xn za Noll gemacht werden, jede LöBung der G-lei- 
chong (1) in der Qleichang (2) enthalten sein mnis; denn es sei: 
(6) P{x, x^,x„...x^) = 

solch eine Lösang, so erhält man dnrch Differentiation: 
dF , 8F . dF , dF f. 

entnimmt man hierans.die Werte tou Pd Pt, ■ ■ ■ Pm und 
anbstitaiert dieselben in die Gleichuig (1), so folgt: 

(') ^w+A|f + -+i'.|J-o. 

Nehmen vir nun an, dab man die Tariabelen x, x^, x„...Xa 
mit AuBnahme von Xt als Fmiktion von u^, Uj, . . . »■ und xi dar- 
gestellt hat, and dale; 



ist, so wild: 






~?i,l 



L»-, 4.... 4.1^!^. 



'f. 8.^ , , 8/; 8», 



,ja 



55;?^ +'" + 85:j^ 



8/i 8«„ Z 
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Indem man diese Werie in die Qleichnng (7) einfOhrt^ 
mid dieselbe renuittelat der &lei4^tmgeu (4) reduziert, folgt: 

Wemi also die Koeffizienten Pj, P,, ...P« and P nicht 
Termittelst der Glei<^tu^ (6) Terschwinden, so molii 

■ ■ ' ■ 1 = 

sein, nnd diese Ctleichang mnle, da zwischen den FonktioneD 
H|, Ui,...itn keine Relation besteht, identisch erfflUt sein. Hiei> 
aus folgt, dals die Gleichong (6) in der That die Form (2) hat. 

Die Lösimg, die wir dorch vorstehende Methode gefanden 
haben, nennen wir das dUgem^ne Integral der yorgelegten 
Gleichung. Das Besnltat onserer Untersuchimgen lä&t sich in 
dem folgenden Satz zasammenjassen: 

IiebnatB. Es seien x, Xi, ...x„ die n+ 1 Vimc^)elen, von 
denen die er^ eine Funktion der anderen ist; 
p^dxi+Ptdx, + — \-pndx„ 
sei das totale Differential dx von x, endlich P, P^, P,, ... P„ 
geg^)ene Fv/nHionen der n + 1 Variabden. Um das aUgemeine 
Integral der UnearenpariMlenDifferentialgleidmng &-gter Ordnvmg 

■Pii>i + -P»ft + -- + -P-i'» = -P 
mt erhalten, genügt ßs, das simultane Syst&n der gewöhnlichen 
IHfferentit^letdmngen 

dx da^ dx„ 

0u mtegrieren. Beeeiehn^ man mit 

Mj =" eonst., «, = eonst., . . . m„ = const. 
die Integrale dieser Gleichungen, dieselben at^gelöst nach de» 
mUkärlichen Konstanten, so ist das allgemeine Integral der 
partiellen Differentialgleichung: 

fl*(%, Mj, , . , w„) = 0, 
tcobei d> eine loUlkürliche Fmktion bedeutet. 
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Die in Nr. 828 gegebenen SrSrterangeti 
lamiea sioti nach auf den aUgemeioeii Fall flbertragen, wenn 
tnaa in eiaer Mannigfaltigkeit tou n+ 1 Dimensionen die 
entsprechenden geometrischen Formtdienmgen wie im drei* 
dimensionalen Sebiete anwendet 

Die willkQrliohe Fonktion ist bei g^ebenen Problemen 
ans beBonderen Bedii^ongen zu bestimmen. Man Va.nti z. B. 
als Bedingung stellen, data x sich aof eine gegebene Fmiktion 
von Xj,Xj,...Xh—i redozieren soll, wenn man der Yariabelen x^ 
einen bestimmten Wert ^ beilegt. Dann es ist leicht zu 
sehen, wie sich die Funktion 9 stets so bestimmen Viht, iah 
diese Bedingmig erfOUt wird. Bezeichnet nämlich ^ einen 
bestimmten Wert nnd f die gegebene Funktion, so werden, 
indem man 

annimmt, Uj, u,, ...«„ Funktionen der » — 1 Yariabelen 
Xi, Xf,...x„—i. Es sei also: 

Mi = «i(a^, x„...x,-i), 

«I'=*»(aä. X„...Xn-i), 



Un'^i'nixi, a^,...a^,_i); 

dann ei^ebt die ISimination von x^, Xj,...Xn—i zwischen 
diesen Oleichongen ein Besnltat von der Form 

and es ist evident, daCs die geforderte Bedingung erfElllt ist^ 
wenn man fOr 4* die Funktion W w&hlt. 

§ 3. Differentialgleichungen für Flachenfamilien. 

826, Orllnderflftclien. Man soU die Oieiehimg der CyUnäer- 
flätäim am der par^eRen Bifferenütügleiefumg für diese Flächen 
ableiten. 

Werden die geradlinigen Koordinaten im Baum mit x, y, e 
bezeichnet, und wird wie gewSbnlich 

ds = pdx + qdy 
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gesetzt, Bo liefert die Bedingung, dab die T&ngentenebene 
pandlal zu einer festen Geraden ist, die partielle Differential- 
gleidiong der Gylinder (Nr. 345) : 

(1) ap + bq=i, 

wobei a and h gegebene Konstanten sind. Diese Gleichung 
ist ZQ int^rieren. 

Zn dem Zwecke bilden wir das simnltanfl System 
dx dy dt 
o ^ 6 ~ 1 

äx — ade => 0, dy — hde — 0. 
Die bitegrale dieser Glei<!lLangen sind: 

X — ae =» const,, y — 6ä => const., 
und folglich ist das allgemeine Integral der partiellen DifFe- 
rentialgleiclLmig 

(2) 9{x~ae, y-'be) = Q. 

WiQ man die willkürliche Funktion dnrch die Bedii^ong 
bestimmen, dalä die Gylinderääche durch eine gegebene Eorve 
geht, deren Gleichungen 
(8) fp(x, y, g) = 0, i^ix, y, *) =• 

sind, so setze man 

x — az^u, y — 6* = e. 
Alsdann lassen sich die Gleicbni^en (3) folgendermaläen 
schreiben: 

tpiu + ae, v + he, e) = 0, ^(m + ae, v + he, e) = 0. 

Eliminiert man aas denselben e, so bekommt mao eine 
Gleichung von der Form: 

»F(«, ») = oder Vix ~ae, y — hz) = 0^ 
folglich mnis man fQr ^ die Funktion if wählen. 

Nehmen wir zweitens an, dafo die Fonktion $ durch die 

Bedingung eu bestimmen ist, dab der Gylinder einer gegebenen 

Fläche , . „ 

>p{x, y, e) = 

muBohrieben sei. AImIhtiti genügt es, die Berührongskarre 
zwischen dieser Fläche und dem Gylinder zu ermittehi; denn 
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Ut diese EiuTe bekannt, io hat man die Bedingouges das 
Torigen Falles. Wir bildea die Oleicliangen der TangeiLteu- 
ebenen im PtinUe (x, y, e) an die g^bene Mäohe nnd an 
den Cylinder, nämlich: 

(£-«)|f + (,-»)|^ + tt-.)|f-o, 
f- '-ji(i -«) + ?(>!- >)■ 

Da die Taogentonebenen znaammenfallan, so ist 



5S 



+i'-f-o. K + ^lf-o. 



und wegen der Gleichung (1) wird: 

Diese Gleichung bestimmt zusammen mit der F^lcben- 
gleichong die gemeinsame Berübrnngskorre; man gewinnt 
alsdann die LSsong ebenso wie vorhin. 

Die Differeatialgleichangen der Charakteristiken werden 
tüx die vorliegende partielle Differentialgleichtmg; 

dx:dn:dz:dp:dq = a:b:l:0:0, 
d. h. fttr dieselben ist dp = nnd dq = 0, ^o 

p^C, q=C', 
wobei die Konstanten C tmd C der Belation genügen 

aC + bC'=l. 
Es bildet also eine Erzeagende des Cylinders zusammen mit 
eiaer festen durch dieselbe gehenden Ebene eine Charakteristik. 
In der That let für jede Cylinderdäche die Taogentenebene 
^ngs einer Erzeagenden invariant. 

827, Eegelfläolien. M(m soU die Qleüäwng der Kegd- 
fläehett avs ihrer partiellen Differentüdgleichimg (ätleitm. 

Die partielle Differentialgleichung der Segelflächen wird 
erhalten (Nr. 346), indem man die Bedingung ausdrückt, dals 
jede Tangentenebene durch einen festen Ponlct hindurchgeht^ 
welcher der Scheitel der Fläche ist. In geradlinigen Koordinaten 
wird also diese Gleichung 

p(x ~ a^) + q(tf -»(,) = «- eo> 
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wobei x^, y^, ^q die Koordinaten des ScheitelB sind. Um sie za 
integrieren, hat man die Integrale der eimultaneu Oleichm^eQ 

dx dt/ du 

za bestimmen. Dieselben sind 

l{x — x^) — l{0 — «(,) = coDBt., ^(y — yo) — Ki^ ~ ^o) = const., 

oder _ _ 

—^^ = const., ^—^ =t const. 

Hieraus folgt, dafe' das allgemeine Integral der partiellen 
DifFerentialgleicbaDg 

ist. Man mnfe in derselben Weise wie Torbiu verfahren, wenn 
man die Funktion ^ ans den Bedingnngen bestimmen will, 
daJs der Kegel durch eine gegebene Kurve geht oder einer 
gegebenen Fläche umechrieben ist. 

Die Differentialgleiohimgen der CharakteriBtilcen sind hier: 
dx:dy:de:dp:dq = x — Xf,:y — y„:z —SüiO-'O; 
sie drücken wiederum aus, dais längs einer Erzeugenden die 
Tangentmebene, einer Fläche ungräLudart bleibt. 

ssGf. Ecmötdfläohen. Die Q-leiehimg der EonoidfliU^ien 
(MS ihrer partiäien Differetdialgleichmg zu hesUmmen. 

Die partielle Differentialgleichung wird erhalten (Nr. 347), 
indem man die Bedingung darstellt, dafs die Tangentenebene 
in jedem Funkte die Erzeugende enthält, welche durch den- 
selben hindnrchgeht. Diese Qleichung wird, in geradlinigen 
Koordinaten: 

px + qy = 0, 

wenn man die Leitgerade zar z-Achse ond die Leitebme zur 
x^-Ebene wählt. Man hat also die Integrale des simultaaen 
Systemes dx_dy_d, 

X y . 
zu bestimmen; dieselben sind: 

- = const., e = const, 
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und folf^ch ist 



^(f) 



die Gleichnog der EonoidfiftcteB, wobei «p eine willkflrliclie 
Fimktiou ist. 

Dia Cliarftktflriiitiken htbea dem SyBteine za genfigen: 

dxzdy :d0:dp:dq=-x:tf •.<):— p:~q, 
also ist 

^w^ oder ^-const 
JP « P 

Atu der partiellen Difbrentialgleidiang folgt 



and da fOr eine Eizeagende 

l-c, 

ä. h. konstant ist, so ist 



das Gesetz, nach welchem sich die T&ngentanebenra einer 
Fläche längs einer Erzengendan ändern. 

889. Botationafl&olLen. Die Glmhang der Botaüonsflächen 
mit geg^>ener Adtse aus ihrer parti^en Differentitdghidmt^ m 
finden. 

Die partielle Differentialgleichnng ist 
py—g,x = 0, 
wenn man annimmt, dals die Koordinaten rechtwinklig sind, 
and dafs die «-Achee mit der Botationsachee zosammenföllt; 
man erhält dieselbe (Nr. 348), indem man die Bedingung ans- 
drGckt, dals die Normale die Achse sehneidet. Hier muls man 
die simnltauen Oleichongen 

dx dy d£ 

y =-x- 

xdx + ydy = 0, df = 

integrieren. Die Integrale sind 

3^+ y'= const., e — const.; 
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also ist das allgeineme Integral der partiellan Differential- 
gleiohmig :».+ j^= ,,(,), 

wenn 9) eine willkfirliche Ftmktion bezeiclinet. 

Die Charakteristiken werden dargestellt durch: 

dx : dy : de : dp : dq = y: — X : : q : — p, 

also iet: 

p^V^E „ad ^=£ = i^, 
dp q p äq p 2 

fohrlich wird 

^ = a und i = C,, 

und znfolge der partiellen Differentialgleichimg ist C^ •= C,. 
Die erzeugenden Eorveu werden hier Ton den zweifach nnendlich 
vielen Kreisen gebildet, deren Ebene der xy-Eboae puallel 
iet, nnd deren Mittdponkt aof der «-Achse li^b. In den Paukten 
soloh einer Erzeogenden Sndem sich die Tangentenebenen einer 
F^rChe so, daTs 



konstant bleibt Dadurch ist ausgedruckt, dals die Ebene in 
ihrem Berühmngsponkte die Tangente des Kreises enÜiHlt nnd 
die EotationBachse in einem festen Ponkte schneidet, für welchen 

^ = e—px — qy = e — Ci{x*+y*) 
ist. 

880. Ein weiterea Beispiel. Man soU die partiäle iHffe- 
rentialgl&ehung 

(1) z=px + qy + f(x, y) 

iftiegneren, wobei f{x, y) eine gegdiene Funktion beeeiciaiet. 

Das System der gewöhnlichen Gleichungen, welches man 
hier zn bilden hat, ist 

dx dy dx 

x~ y ""e~f(x,y) 
oder 
/a\ dy _dx dt z I /•(«=. y) _ A 

(■*' Y~'^' di~x + -H **■ 

Ans der ersten folgt ly = lx •{■ const^ oder 
(3) y^Gx. 
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Trägt mau diesen Wert ron y in die zweite CMeichting 
ein, so fo^: 

dl e f{x, Cx) f, 

dm a ■'■ X "• 

Diese Oleichimg ist eine lineare, und ihr Üitegrü wird: 

(4) ' .-O'x-xß^dx, 

wenn C eine neae Eonstante nnd x^ irgend einen Anfangs- 
wert Ton X bazeiclinet. Nnn mnls man die beiden Integrale 
(3) nnd (4) nach den Konstanten C nnd C auflösen and 
zwittchen diesen Werten eine willkürliche Relation einfahren. 
Zn dem Zwecke ersetzen wir die Tarinbele x unter dem 
Integrale dnrch ein anderes Zeichen |; es wird also: 



= C'x- 



xß-^dl, 



oder, indem man für C seinen W^ ans der Oleichnng (3) 
Bobstitoiert: 

(6) «_c'a;-i>/A_^<J8. 

Sonach sind ans den Gleicbongen (3) and (5) die Werte 
Ton C and C zu entnehmen imd in die Gleichung 
(6) 0'-,f(C) 

einzusetzen, wobei q) eine wiUkfirhche Funktion bedeutet. 
Man erhält folglich: 



0) 



.-«,f(|)-x/^Äi. 



Dies ist das allgemeine Integral der partiellen Differential- 
gleichnng (I). Nehmen wir tea., dab die Funktion f(x, y) gleich 
ist: 
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wobei a eine gegebene Konstante bezeidinet; dann lantet die 
Differentialgleichang: 



und nach der Formel (7) ist ibr aUgemeiaes Integral, indem 
man x^'^O vSblt: 



oder, wenn man x^O annimmt, und tmter dem Integrale 

6 = ax, di = xda 



§ 3. Totale Dlfferentlalgleichiuigen mit zwei 
unabhängigen Taiiabelen. 

88L lutegrablUtftbibedingiiag. Bevor wir die TTnter- 
sucbimg der partiellen Differentialgleicbongen fortsetzen, müssen 
wir Ton den totalen Differentialgleicbongen handeln. Wir be- 
Bcbränken uns dabei anf den Fall dreier Variabelen x, y, e, 
von denen die eine als Funktion der beiden anderen angesehen 
wird; die Gleichung, welche wir za nntersnchen haben, ist: 

(1) Fdx + Qdy + Bde = 0, 

P, Q, JB sind gegebene Fonktionrai von x, y, B. Ea handelt 
sich nun darum, festzustellen, ob eine Funktion e von x und y 
existiert, welche die Gleichung (1) be&iedigt, und diese Funk- 
tion, &ll8 sie existiert, zu bestimmen. Eine Funktion 

e = fix, y) 

genügt der Differentialgleichung dann, wnm ihr totales Diffe- 
rential 3- 3- 



idbyGoOgIc 



bei jedem Wette der nnabhäiigigen YarubeleD identiBoh ist 
mit dem totalen DifFerentiale 

Diea erfordert also, dab unter der Bedingung 
die Gleicbnng«! beetelira: 

df _ p ^f __Q 
Wx" b' ^ b' 

Bezeichnet man die partiellen Äbleitnng«D der gesncbten 
Funktion e mit ji und q, so kann man diese Gleichangeai aadi 
Bchreiban: 
(2) P + Bp = 0, g + ltq = 0. 

Also mfiseeu wir doich die nämliche Fonktion e zwei 
partielle Differentialgleieliangen zugleich befriedigen, and dieses 
ist nicht anders mSglich, ab wenn zwisdien den beiden Glei- 
chongen eine Beziehong besteht. In der That, di£ferentiiert 
man die erste der äleichimgen (2) nach y, die andere nach x, 
8o folgt: 

Subtrahiert man diese Gleichungen voneinander and be- 
achtet, dals 2 g 

ist, so folgt; 

(lf-|S+i'(i-|?) + 5(lf-ff) = o, 

oder, indem man p und q Termittelst der £)leichnng (2) 
eliminiert: 

(3) «(lf-ID+^(l-M^ + «(lf-l^-''- 

Diese Gleichung mula Termittelst der Funktion 
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befriedigt sein, fsdla dieie Fanktion ein Integral der totalen 
DifferentialgleicbnDg (t) sein soll. Verlangen irir aber weiter, 
dab die Differentialgleicbong (1) ein F^ohenajetem als Int^^ 
besitzt, welches wir in der Form 

/■(», y, b) — const 
annehmen kSonen, ao mala die Gleiciinng (3) bei allen Werten 
Ton IE, y and e gelten, d. h. sie mois identisch erfOllt sein. 
Diese Bedii^pmg zwisdien den Fonktionen P, Q, R ist eine 
noiwettdige, damit die Oleichiuig (1) mtegrdhd ist. Wir k&nnen 
aber femer beweisen, da& sie anch AinreicAenä ist; dies wollen 
wir nan thnn, indem wir direkt sof die Bestimmong der 
Lösmigen eii^ehen, welche die Gleichung (1) zolassen kann. 
882. Xxlitenx Ton L5«iuigeil. Wir nelimeii an, die 
Integrabilitätsbedingong (3) sei identisch fOr anabhäogige 
Yoriabele x, y, e erfOUt Wir beweisen die Existenz eines 
Flächensystemes f~^ const, welches (1) erfOllt. Wir bezeichnen 
mit (1. einen Faktor, mittelst dessen der Ausdruck 

Qdy + Rds 
«in exaktes Differential einer Sanktion u der Yariabelen y 
mid e wird; dieser Faktor ^ nnd die Funktion u werden im 
allgemeinen noch TOn der GxöJäe x abhängen, welche zonächst 
als ein Parameter betrachtet wird. Wir setzen alsoi 

(4) ,e_|^,^ü-|-^ 

und schreiben ferner: 

(B) ^P_||+X 

X bezeichnet dabei eine bestimmte Fmiktion tou x, y, e, 
die jedoch an u nnd ^ durch eine Bedingong gebnnden ist, 
welche man äua (3) erhält, wenn man ans (4) nnd (5) die 
Werte von P, Q nnd B in (3) einträgt. Man erhält dami, 
wenn v den reziproken Wert Ton p, bedeutet: 

(4a) P~vp^ + .X, d-v^, It-v-'^. 

Wäre hier X identisch null, so wQrde (1) durch die 
ganze F^chenaohar u = const. erflUlt und (3) ^te identisch 
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in X, y, «■ Hicniu folgt »ber, ätü beim EinBetzen der 
Werte Ton P, Q, JZ «u (4a) in (3) alle die Slieder dch »nf- 
hebeu mflaMn, -welche Z gar nicht enthalten. lÄbt man alao 
dieee bei der Rechnnog ^idi fort, so reduziert sieh die Be- 
dingung für X auf; 

(6.) ü.?>S+,x.(|«_|D_<,.£^_o. 

Wäre non X eine Konstante, so würden nach (4a) fiP, 
ftQ and ftü die partiellen Ableitungen Ton 

u + xX 

nach X, y tmd t sein. Dann wäre (1) dnrch die E^Udtenschar 

u + xX ™ oonst. 

erfüllt, and (3), also auch (6a) ^te identisch in x, y, e. Wir 
sohUeiMD hierans, dab in (6a) alle die Glieder sich aufheben 
mflssen, die zwar X sellrat, aber nicht seine partiellen Ab- 
leitungen enthalten. Es reduziert sich daher (5 a) auf: 

wie man auch unmittelbar dorch direkte Ausrechnung be- 
stötigt. Setzt man hier fOr Q and R ihre Werte ans (4) ein, 
so folgt identisch in x, y, g: 

dx »M . dx du f^ 

Es wird also (Nr. 724) X eine Funktion von x und u allein, 
wenn moD statt e die Ttuiabele « einfahrt. Die Gleichong (1), 
maltipliziert mit fi, wird nun; 

oder: 

(6) d« + Xdx = 0. 

Da u eine Fanktiou Ton x, y, e ist, ao kaun mau g als 
Funktion tou x, y, u betrachten, ond also wird aaoh X eine 
Fanktiou der nämlichen Yariabelen. Dann hängt aber, wie eben 
bewiesen, X nicht mehr Toa y ab. Es reduziert sich also (1) 
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ftöf eine gewöhiilioHe Differentülglaichuug (6) zwisoliea x 
nnd u allein, welche immer ein Tollständiges Integral der Fonn 

f(x, «) = eonflt. 
besitzt Falirt man fOr u wieder seinen Aosdmck in fr, y, 
ein, so möge werden: 

f(x,u) = f(x,y,z). 
Aledami geht (6) wieder in (1) Über; die Gleichung wird alsQ 
durch eine Flächenschar 

f(x, y, 0) = const. 
erfüllt. Wir sehen also: 

Der IHfferenUaigleichung (1) leird dann und nur dann 
^»»(^ eine Flächemeliar f = const, genügt, wenn die Integrabüiiäts- 
iedmgung (6) tdenHsch erßSU ist. 

HierauB folgt onmittdbar: 

M (6) id^isdi erßUi, so easisHert immer ein Factor X, 
so dafs xiI>dx + Qdy + Rdis) = dU 

em votUtändiges Differential wird. 

Man erkennt endlich, dals die TOrstehraiden Betrachtungen 
gleichzeitig eine IntegrationsmeÜiode für die totale Differentdal- 
gleidiong (1) liefern, wenn (3) identisch erfüllt ist. 

888. a«om«tEiBOho Dentnng, Die Differentialgleichnng 
Pdx + Qdy + Bdz = 
ist von Herrn Vors geometrisdi interpretiert worden. Durch 
dieselbe wird jedem Ftmkt des Baumes ein Strahlbüschel Ton 
FortBchreitongsrichtungen zugeordnet, welche in einer durch 
den Funkt gehenden Ebene 

P({-x) + «(,-j,) + Ji(£-«)-0 
gelegen sind; sonach erhalt man ein Pnukt-Ebenensystem all- 
gemeinster Art, das im besonderen den Charakter der Zuordnung 
annehmen kann, welche durch ein Flachensystem zwischen den 
Ponkteu der Flächen und ihren Tangentenebenen erzengt wird. 
Hier soll nur kurz ai^egeben werden, in welcher Weise sich 
der Inhalt der Integrabilitätsbedingimg ausdrücken ^bt. Oeht 
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man von em«iii Paskte {x, y, z) in einer bestimmten, der 
BDgeordneten Ebene uigehfirigon Biditimg d^x, dty, d^» fort, 
Bo entepriclit diesem ueoen Punkte die Ebene 

"*'**''^ Pd,x+Qd,y + jRd,z^O. 

Die beiden Ebenen sclmeiden sieb länge einer Richtang, 
welche durch die Gleidinngen 
dtX:d,y:d^M=iQd^E~Bd^Qy.{IldyP-Pd^B):{Pd^Q~Qd^P) 
bestimmt ist, Termöge derrai zwischen den beiden Richtungen ä, 
und dt eine prcijekUve Beziehung stattfindet, deren ' Doppel- 
elemente durch die Qleichnngen 

(tdx=-QdR-ItdQ, 
Qdy = RdP - PdB, 
Qdt-FdQ~QdP 
oder durch die quadratische Gleichung fOr (f. 

p'-^Ö-fl^— 
bestimmt sind, in welcher 

ö - p(e, - B,) + «(ji, - p.) + s(p, - ft), 
PiP.p.p 
£_ e. e, ft e 

P Q B 

wenn ZOT Abküjzimff 

jj - P, D.8.W. 
gesetzt wird. 

Die projektive Beziehung ist im allgemeinen keine mvdu- 
iarisehe; sie wird dieses nur dann, wenn in der quadratischen 
Gleichung & =< ist; dann ordnen sich die benachbart^] 
Ebenen genau so, wie die einem FUchenponkte benachbartrai 
Tang^itialebenen, d. h. je zwei Kichtongen d^ und d^ sind 
einander wechselseitig konjugiert, and die beidem sich sdbst 
entsprechenden Richtungen sind die der Haupttangenten (Nr. 3 14). 
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Ist die Gleichimg G'^O identiscli erfElllt, bo grappieren ridi 
die FJ^ehenelemeate zn ein&oh unendlich vielen Flächen eine« 
Systemes, dem Integrale der Differentialgleichimg. 

884, SpezisUUl, dalig P, Q, ü homogen wid von gleiolieni 
Gnrde sind. — Wir nehmen an, dais die Integrabilitäts- 
bedingang ereilt ist, und setzen: 

x = x'z, y = i/e, 

P', Q', P' sind Funktionen von sf und i/. Die voi^elegte 
DifFerentialgleichnng, dividiert durch «"+', wird dann: . 



e '^ raf + Qy + B'^^' 

Das zweite Cllied in dieser Gleichnng hängt nur von den 
Yariabelen x' und y' ah and mufe, auf Qnmd der Bedingm^- 
gleichong, ein exaktes Differential sein. 

Als Beispiel behandeln wir die Gleichung: 
(s/'+yg + B^äic + (x»+xg-i- «*}dt, + (a^ + a:y + y^de = 0. 

Hier ist: 
P' = y''+y'+l, Q' = x"+x'+l, P'=x"+x'y' + y'*, 
und die gegebene Gleichung bekommt die Form: 
äz , (y'Hy' + l)'^a='+(a^' + a^ + l)dy' a 

Z t" (a/y + a^'+y'Xitf + y' + l) 

Nun wird, durch Zerl^jang in Partialbrfiehe: 
y"+y' + i y' + i i 

{<^^ + :^-i-y'){!^i-y' + l)^W^+^T^ af+y' + l' 
af'+3f + l xf + 1 1 

so daTs nnsere Gleichung in der Form darstellbar ist: 



^ + 



<n,f^+i'+^ m^+^+i) 
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Jedes dieser Glieder ist ein exaktes Differential; die Inte- 
gration ergiebt, wenn man mit a eine willkflrliche Eonftante 
bezeichnet: ■ 

also: ' ■ 

<,W + ^ + l) 
* a/y' + «- + y' 

oder, wenn man — i ~ an- Stelle Ton x* tmd y" einfuhrt: 

x'y + xi! + ej/~ a{x + y + e). 

§ 4, Integration der partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung mit zwei unabhängigen Tsrlabelen. 
886. .Allgemeine Definitionen. Wir Bchicken zonSchst 
einige Definitionen voraus, die wir, um Wiederbolimgen zn 
Termeidan, gleich für n onablüogige Veränderliche aos- 
sprechen. Angewandt werden sie in diesem Paregrapheu aber 
nur aof den Fall » = 2. 

Die Yariabele x werde daher als Funktion der » Yariabel^ 
Xi,Xt...x„ betrachtet nnd 

daj—Pida^ + Pjda^H \-PmäXn 

gesetzt. Jede Qleichang Ton der Form 

F(x, Xi,Xt,...Xn,p^,Pi,..,p„) = 

ist alsdann eine partielle Differentialgleichang erster Ordnung. 
Wenn man x als Funktion TOn Xi,Xf,...a^ so bestimmt hat, 
dals diese Funktion der vorgelegten Gleiehnng genOgt und 
sich auf eine vrillkürliche Funktion £ von x^fX^, ... Xn—i 
reduziert, wenn mau der einen Yariabeleu Xn einen bestimmten, 
wiUkürlidi gewählten Wert ^„ beilegt, so heilst die Gleichung, 
welche diesen Wert von x definiert, das aUgemeine IrUegnä 
der voi^el^ten Differentialgleichung. 

Die vorgelegte Gleichung, sowie diejenigen, welche man 
ans deraelbm durch snccessive Differentiationen ableitet, be- 
stimmen die Werte von x und seiner Ableitung^ verschiedener 
Ordnung in Bezug auf ic« als Funktionen von x, a^, a^, . . . »„ 
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und der Ableitougea tou x in Bezug auf Xj, x^, ... a^_i. 
HieraoB erkennt man leicht, dals das allgemeine Integral, 
wenn es existiert, andi ein eindeutig bestimmteB ist. 

Lagrange hat als voÜständigea Integral einer pariädlen 
DifFerenidalgleichimg erster Ordnung mit n imahhSngigen 
Yariabeleoi jede Fnnktion der n Yariabelen bezeichnet, welche 
der Bifferentialgleidinng genügt und n willkürliche Eonatanten 
enthält. £b sei 

(1) F(x,X^,Xj,...Xn,p„Pt,...pn) — 

eine partielle Differentialgleichnng erster Ordnimg mit den n 
Tmabhängigen Yariabelen Xj, a^, . . . Xh, and 

(2) f(x, a:,, a^, . . . a;„, «1, o,, . . . a„) = 

ein TOllständigeB Integral derselben. Differentiiert man diese 
Oleichtmg snccesBive nach jeder der nnab^ngigen Yariabelen, 
80 wird: 

Die Gleichung (1) mulä identisch, d. h. bei allen Werten 
Ton Xi,Xj,...Xh und a,,aj,...aH erfOUt sein, wenn mau in 
derselben x and Pi,Pi, .--Ph durch ihre Werte ersetzt, welche 
aus den Gleichungen (3) und (3) hervorgehenj' also moJB man 
die Gleichung (1) reproduzieren, wenn man die n willkür- 
lichen Konstanten %, o,, . . . Oq aus den Gleichungen (2) und (3) 
eliminiert. 

Da das allgemeine Integral der Gleidiong (1) eine will- 
kürliche Funktion Ton » — 1 Yariabelen enthält, so ist erident, 
dals mau ans derselben unendlich riele ToIlBtändige Integrale 
ableiten kann. Aber besonderB bemerkenswert ist, dols man 
auB einem vollBtändigen Int^rale eine LÖsnng ableiten kann, 
welche eine willkürliche Funktion von n — 1 Yariabelen ent- 
hält und im allgemeinen mit dem allgemeinen Integrale zn- 
Bammenfällt. 

Zum Beweise dieses wichtigen Satzes betrachten wir die 
willktoliche Konstante a^ der Gleichung (2) als eine will- 
kürliche Funktion 9'(ai, a^, ... a„-.i) der « — 1 übrigen Kon- 
stanten. Die Gleichung (2), welche die Gleichung (1) be&iedigt. 
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nttbex der Ännalun«, dab die willkflrlichen GrQ&en kotutant 
sind, T«rlieit dieae Eigejucluit nicht, aneh venu nun dieaelben 
als Tari&liel betrachtet, fikUs nur die Oleichnngen (3) dabei 
besieliesi bleiben. 

Wir bilden das totale Differential der GleildlaI^; (3), in- 
dem wir die willkürlichen GrSlsen als Tsriabel ansehen und 
dabei annehmen, data a„ durch seinen Wert 

(4) o„ = 9j((i„o„...o,_,) 

ersetzt ist; sckreiben wir dabei auch 

p,äxt + Pidxt + ^-p»dZn 

an Stelle Ton äx, so wird 

(Ä+ftfeO''^+-+(^+*-Ä)''=^+Ä''«.+-+4l7''»-'-o- 

Es ist evident, dab man hieraus die üleichongen (3) ge- 
winnt, wenn die willkürlichen Gböläen Oj, a,, ... a,_i durch 
die Gleichongen 

definiert werden. 

Ednute man die OrSisen o^, e^, ... a„_i zwischen den 
Gleichungen (2), (4), (6) eliminieren, so erhielte man eine 
Gleidinng, wdche eine willkürliche Funktion von « — 1 
GrSJken enthält und der ursprünglichen Differentialgleichung 
genügt. Diese Elimination aber ist allgemein nicht mSglioh 
wegen der willkürlichen Funktion q>, die in die Gleichung (3) 
eingeht und deren partielle Ableitungen in den Gleichmaßen (5) 
auftreten; man muls also das System der Gleichungen (2) 
und (5) zusammen mit der Gleichung (4) beibehalten; dasselbe 
definiert in ausreichender Weise das allgemeine IntegraL 

Man erkennt demnach, dab jede partielle Differential- 
gleichung umgekehrt ans der Elimination einer willkürlichen 
Fmiktion resultiert gemäiB der in Nr. 88 ff. entwiokdten 
Methode. Dies setzt indessen roraos, dab die Existenz des 
allgemeinen Integrales bewiesen ist 
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886. Idneare aietohangan. Bie^ Toretehenden , Bemer- 
kasgea beziehen sieh auf alle partiell«i Dififerexitialgleichimgen 
erster Ordnong. Wir liabeti aber in Nr. 826 gesehen, äaSa bei 
den linearen Gleichongen sich das allgemeine Integral in 
einer beeoBderen Form darstellen lälst, die nur fOr diese Art 
TOU Gleichungen Oeltnng hat. Diwes Integral mnls abo mit 
demjenigen übereinstimmen, welches man ans einem voll- 
ständigen Integrale ableitet. Wir wollen dies an einem Beispiel 
nachweisen. 

Wir betrachten die Gleichong 

e=px+qy, 
welche in Bezag auf die Ableitungen linear ist; e ist eine 
unbekannte Fnnktion der Variabelen x nnd y, and wir setzen 
wie gewöhnlich: 

ds = pdx + qdy. 

Der Torliegenden Gleichung wird nun genügt, indem man 

e = ax + iy 
annimmt, wobei a nnd b Eonstanten sind, denn hieraus folgt 

p^a, 2 = 6. 
Diese Oleichtmg ist ahio ein Tollständiges Integra. Um das 
allgemeine zu erhalten, hat man nach der Methode der Kr. 835 
b durch eine willkürliche Funktion g>(a) von a zu ersetzen 
tmd alsdann a zwischen den beiden Gleichungen 
= ax + yg>{a), = x + yg>'(a) 
zn eliminieren, von denen die zweite aus der Differentiation 
der ersten nach a hervoi^eht. Nach der zweiten Gleichung ist 

y'C«) f ' 

also sind a and g)(a) Funktionen Ton ~t nnd die erste Glei- 
ehnng lehrt, dafa 



HS 



ist Die Funktion ^ bleibt dabei noch willkürlich, nnd eonach 
erhalten wir auf diesem Wege dasselbe Int^ral wie in 
Nr. 827. 
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837. Umfonmmc dM IkitaCnttUMproblaBMi. I^ Problem 
der Integration partieller DifFerentialgleicliimgen ist gegen- 
Tritrtig TolktSndig gelSst bei den Gleidinngen erster Ordaimg, 
d. b. die bitegration solch einer Gleicbnng kann, wie grofs 
anob die Zahl der tmabbangigen Variabelen ist, immer aof 
die Integration einee simultanen Systemes Ton gewöhnlichen 
DifFerentialgleiobnogen znrückgefQbrt werden. unter den 
Methoden, welche dazu dienen, ma& man vor allem die von 
Jacobi und die Ton Canchy onterscheiden. Die letztere 
werde ich hier zn Gnmde legen und zugleich einige Ent- 
wicheltmgen mitteilen, die aof eine Schwierigkeit Bezug 
nehmen, welche dieser Methode anhaftet; diraelbe habe ich 
bereits an einem anderen Orte TerSfFentlicbt 

Wir betrachten zuerst den Fall zweier imabhängigen 
Variabelen. Es sei 
(1) F(x,y,B,p,s) = 

die vorgelegte Gleichong, in welcher e eine unbekannte 
Fonktion der beiden unabbSiigigen Yariabeleii x, y nnd p and 3 
bezfighch die partiellen Ableibmgen j-i g- bezeichnen. 

Die Aufgabe ist, einen Wert z za finden, welcher der 
Gleicbnng (1) genügt bei allen Werten von x und y, nnd 
welcher sich ßlr einen gegebenen Wert % TOn x snf eine 
willkSrlich gegebene Fonktion /'(y) von y reduziert. Es mOssen 
also gleichzeitig die Gleichungen gelten: 

dnrch diese Bedingungen ist die Aufgabe Tollkommen be- 
stimmt. 

Wir führen, mit Cauchj, eine unbestimmte Funktion y, 
Ton X und y ein; alsdann kann man y als eine Funktion von 
X und y^ ansehen, nnd also sind auch e, p, q Funktionen der 
nämlichen beiden Yuiabelen. Ea ist: 
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nnd wenn man diese Werte von de tmd dy in die Gleichong, 
welche p und q definiert, 

dg^pdx + ffdy, 
QbertrSgt, bo folgt: 

|jäa! + ^<iy.-|.äj! + j(||d«+gäj,.). 

Da diese Relation bei allen Werten Ton dx and äj/g gilt^ 
BO irird 

(2) U-i- + ä|l' 

Differentiiert man die Gleicbni^ (2) naidL y^ and die Glei- 
ctinng (3) nach X, so folgt ans der Subtraktion derselben: 

(AS. Sp dq dy _^dq dy 

^ •' ^ ^^ J^^ • 

Dies festgestellt, bezeichnen wir mit 

dF= Xdx + Tdy + Zdz + Fdp + Qdg, 
das totale Differential der linken Seite in der Gleichung (1). 
Differentiiert man die Gleichung (1) nach y,^, so folgt: 

In diese Gleichimg tragen wir die Werte von x— - und 
J^ ans den Gleichungen (3) and (4) ein, so wird: 

W (r+2ä + p||)g + (e-p||)g = o. 

Die Funktion von x and y^ aber, durch welche y aos- 
gedrilckt wird, ist bisher noch unbestimmt, wir rerfQgen über 
dieselbe so, da& 

wird, and l^en ihr überdies die Bedii^fung auf, dals sie sidi 
für X =ai d^ auf y^ reduziert Also bestehen gleichzeitig die 
B«lationen 

x — x^, y=-yn, g="o, 2 = 2o. P=-Pa> 
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vran mwi znr AbkUrzoBg 

setzt und p^ durch die Gleichai^ 
beaümmt -FC«;,. »..'., A. S.) - 

Die 61eicbimg (7) reduziert nim die Qleichang (6) auf; 

(8) r+^ä + ^li-o, 

Bo da& die voi^degte Äofg&be darauf zarfickgefOfart ist, vier 
Fniiktioneii y, e, p, q der beiden anabhüngigea Yariabelen x 
nnd y^ zq finden, welcbe allgemein den fOnf Qleicbni^D (1), 
(2), (3), (7), (8) genügen, nnd die sich für x = Xf, bezüglich 
«al y^, ^0) Pa t So i^dozieren. Wir erwähnen dabei nicht die 
Gleichung (4), weil sie, wie wir gesehen haben, aas d^ Qlei- 
chnngen (2) und (3) herrorgeht. 

888. Ein HUAwatB. Die Gleichongen (1), (2), (7), (8) 
genQgeo, wie wir zeigen werden, zur Bestimmung der Un- 
bekannten y, e, Pf q'i die Gleichung (3) ist also überflüssig 
und muls Ton selbst dann erfüllt sein. Diesen wichtigen Satz 
hat Gaoehy folgendermaßen bewiesen. 

Wir nehmen an, dals aus den Qleichongea (1), (3), 
(7), (8) für y, 8, p, q bestimmte Werte gewonnen sind, 
Funktionen von x und y^, welche sich für x = x^ bezüglich 
auf jfj, »5, p^, q^ reduzieren. Die beiden Seiten der Glei- 
chung (3) sind dann ebenfalls bestimmte Funktionen von x 
und ^g, nnd indem wir mit T ihre Differenz bezeichnen, ist 

Differentiiert man dieselbe nach x nnd subtrahiert davon 
die Gleichung (2), nachdem sie zuvor nach ^g differentiiert ist, 
so hat man an Stelle der Gleichung (4): 

Tr^ man nun in die Gleichung (5) die Werte von g— 
und ^ aus den Gleichongen (9) nnd (10) ein, bq wird 

(11) (V+zs + p||)^+(«-p|f)^^+p||:+zr-o, 
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tmd dies reduziert sich auf: 

Da die GtoIsq -^ p als Fonictioii von x imd y^ dargeBtelli 
ist, 80 wird, wenn dos Integral 



-ß 



dx 



einen caLdlichea and bestimmten Wert hat, hiemacli: 



ii2) 4,=-fi 



dx, T—T^e' 

wobei Tg den Wert bezeichnet, -welchen T flr x = x^ erhält. 
Z>a aber die Annahme a: — d^ die ÖrSJäe -g— auf q^ und — 
anf 1 reduziert, so lehrt die Gleichung (9), dab 

^0=0 
ist, and folglich ist nach Gleiohnng (12) allgemein: 
T=0. 
Wir werden später den besonderen Fall behandeln, wo 
das Integral 



ß 



keinen endlichen and bestimmten Wert hat 

889. ZiSsnnc dea bitegrationsproblemM. Auf Grand 
der letzten TJnteraachong haben wir nnr die Gleichnngen (1), 
(3), (7) nnd (8) zn betrachten. Die Oleichimg (1) läfst sich 
nun anch durch ihre Ableitung nach x ersetzen; denn diese 
abgeleitete Gleichung ist nicht allgemeiuer als die ursprüi^' 
liehe, weil die Werte von y, e, p, q sich auf jj, s^' Pv So 
reduzieren sollen für x = a^. Bieselbe wird: 
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nnd indem man -^i Q and Y durch Uire Werte am deii 
Gleichungen (2), (7) und (8) ersetzt, erhält man 

(18) X+^, + p|f-0. 

Das Problem, welches wir za ISsen haben, besteht ako 
jetzt darin, Termittelst vier der Oleichongen (1), (2), (7), 
(8), (13) die Werte von y, e, p, qtla Funktionen Ton x und y^ 
zn bestimmen, die sich tOr X'~x^ auf ^g, e^, p^, q^ reduzieren. 

Die Gleichungen (2), (7), (8), (13) bilden thataächUch ein 
STstem von vier gimnltaaen partiellen Differentialgleichungen; 
da aber diese Gleichungen die nnabhäng^ Tariabele y,, nicht 
enthalten, ao lassen sie sich wie gewöhnliche DiSerential- 
gletchnngen behandeln; sie sind in der einen Formel enthalten: 
Clil ^ ^ — ^^ — ~^P — lig 

nnd eine derselben kann, wie wir nochmalfl wiederholen, dnrch 
die Gleichnng (1) ersetzt werden. 

Ist die linke Seite der Oleichnng (1) eine lineare Funktion 
in Bezug auf die Ableitungen p nnd q, so hat F die Form 

Pp+QS-R, 
wobei P, Q, B Funktionen von x, y, e sind. In diesem Falle 
lassen die beiden ersten der in der Formel (14) enthaltenen 
Gleichungen, nämlich: 

Jg dy dB 

p'~~Ö'~ b' 
fOr sich allein bereits die Werte Yon y und e als Funktionen 
von X und y^ bestimmen. Sonach kommt man fOr lineare 
Gleichnngeu auf die Kegel der "Nr. 821 zurück. 

840. DiskuBBlos des Beanltatas. Nehmen wir allgemein 
an, dols man ans den Gleichungen (14) die Werte von y, e,p, q 
bestimmt hat, welche sich fttr x = x^ auf y^, «„, p^, g, redu- 
zieren; es seien: 

2=/i(a'>yo»«o. 2o) 



(15) 



^dbvGooglc 



Die putiellen und totalen Differentialgleichimgen erster Ordnnng. 33D 

diese Werte; wir HßhreibeiL die Qrö&e pQ nicht in dieaeD Qlei' 
chnngea, weil man immer aonelimen. kann, daiB man Uirm 
Wert ans der Gleichung 

beieohuet and eabstitniert hat; d^egen ist Xg ein beBtimmter 
numerischer Wert, der nicht weiter in Betracht kommt. 

Die beiden ersten der Oleichnngen (16) geben die LSsm^ 
des gestellten Froblemes, wenn mau sIq durch /'(j/g), 2o ^^"^ 
f'(y^ ersetzt Erteilt man der Funktion f(yg) eine bestimmte 
Form, und kann man alailaTin j/^ zwischen den beiden ge- 
nannten Gleichungen eliminieren, so hat man den Ansdraok 
der unbekannten Funktion i? in a^ and y. Wenn aber die 
Funktion /'(y,) oder 0^ anbeetimmt bleibt, so wird die Elimination 
Ton yg uomdglich, aulser wenn die Werte Ton y and s beide 
nnabhöi^ig von q^ sind. Im, letzteren Falle ist, wenn man die 
beiden ersten Gleichungen (15) nach y^ and 0^ auflögt: 

and die Lösung des Froblemes wird durch die Gleichung 

« = /*(y) 
sieben; hieraus TtuTm man schüelBen, dals nlufltTin die Tor- 
gelegte Differentia^eichung notwendig in Bezug auf die Ab- 
leitungen p und q linear sein muis (Nr. 88). 

Sieht man von dem Falle der linearen Gleichung ab, so 
kann keiner der Ausdrücke für y und a unabhängig von q^ 
sein. Denn tr^ man in die Gleichung (S) die Werte toq 
y, g, q ein, welche ans den Gleichungen (15) gewonnen 
werden, so erhält man: 

Diese Gleichung muls eine Identiiät sein, und folglich 
müssen sich die mit ^ multiplizierten Tenne gegenseitig auf- 
heben. Also mnis identisch: 

Sf, f 3/. ft 
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sein. Da nun der Faktor fi^q nicht im allgameinen nnll Bein 
kann, so folgt, dab, wenn eine der CbSläen -Ji-/ -J^ identisch 
nnll ist, aadi die andere identisch Tersch windet; folglich ent- 
halten die Fonktionen f^ nnd /j entweder beide die Qröbe q^ 
oder sie sind beide von q^ unabhängig; dieser letztere Fall 
tritt aber, wie wir eben sahen, nur bei den linearen 31ei- 



Wenn man nun q^ zwischen den beiden ersten Glei- 
chungen (15) eliminiert, so erhSlt man eine Gleichung, welche 
an Stelle dw zweiten treten kann nnd die wir mit 

(16) F(«, y, «, y„ »j) - oder F=-0 

bezeichnen wollen. Bildet man das totale Differenttal derselben, 
nnd ersetzt man dabei de^ dordt qa^ffoi ^'^ durch 

pdx + qdy, 
so folgt: 

Aber die erste der Gleidinngen (15) ei^ebt: 

wird dieser Wert von dy in die vorbeigehende pleichnng ein- 
getragen, so bleiben nur die beiden unabhängigen Differentiale 
äx und äffg naoh; setzt man also die Koeffizienten derselben 
nnll, so erhält man; 

/dV , 8T\ , (dV , dv\du n 

l?i7 + 2 ji7 ; (^ + j^ 2« + 5^ ^j + ^3^ + «0 ^j = 0. 

Diese Gleichungen mfissen identisch ereilt sein, wenn 
man y, e, p, q durch ihre Werte ans den Gleichungen (15) 
ersetzt Diese enthalten aber die willkürliehe GröJse g^ 
nicht; folglich mols diese aus der letzten Gleichung Ter- 
schwinden. Wenn wir ako von dem Fall absehen, dais die 
ursprüngliche Differentialgleichung linear ist, so wird ■M- 
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nicht nnlt; also taals 

Tenchwinden, und sonach eichen die Oleichungeii das simal- 
taue System: 

d') £ + *g-o ,-. . , 

und 

(18) U+fTi-°' SJ + äjT-"- 

Abo werden die Tier Gleichnngen (16), (17) and (18) durch 
die Gleichsngen (15) identiBch eifOllt; sie beBtimmen anderer- 
seits die Werte von y, e, p, q, und folglich können sie die 
(Bleichlingen (15) vertreten. 

Ersetzt man insbesondere in der Funktion F, z, durch 
f(^o)i ^° ^"^ <^ gesuchte Integral der partiellen Differential- 
gleichung (1) das Resultat der Elimination von y^ zwischen 
den beiden Gleichungen: 

<19) ''-"' ©-"■. 

(|s — ) bezeichnet die Ableitung von V nach y^, wenn dabei Bq 
als Funktion von y^ angesehen wird, um also dieses Inte- 
gral zu erhalt«n, genügt es, die Funktion V zu kennen, und 
man erhält dasselbe, indem man die QrÖlJien p, q, p^, q^ 
zwischen den vier Integralen der Gleichungen (14) und der 
Gleichung 

■f(aT„«/o-«o»i'o»2o) = 
eluniniert. 

Wir haben hierbei noch zn bemerken, dals die Gleichung 
F=0 
ein vollständiges Integral der Gleichung (1) darstellt, wenn 
man y^ und g^ als zwei willkOrhche Konstanten betrachtet. 
Denn ans der allgemeiuen Losung, welche wir entwickelt 
haben, kann man umgekehrt die partielle Differentialgleichung 
ableiten, indem mau y^ nnd e^ zwischen den Gleichungen (16) 
and (18) ehminiert. Anstatt nun die Gh'öfBen ^g und s^, als 
Tfoiabele zn betrachten, welche die Gleichung (17) befriedigen, 
kann man diesdben auch als Konstanten ansehen, nnd es ist 

8*TT*t, Dia-iLlntagnl-BMbaaog. HX I.AnO. 22 
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klar, äaü dabei die Gleichangen (18) b«Btehea Ueibco, - imd 
bei der Elimination von y^ ond ß^ immer noch anf die Glei- 
clmiig (1) zorackfÜlireD, Die Gleiohaug (16), velche also zwei 
vilBcOrliche Konatanten enthalt, ist demnach ein voUaiändigea 
Int^^ der Gleiohang (1). . 

841. BelapieL um eine AnwendnI^; der Torstehenden 
Theorie za geben, betrachten wir die Qleichnng: 

g — apq = 0, 
wobei a eine konstant« bedeatet. Hier iat: 
X=0, r=0, 2=1, 

P—~aq, Q ap, Pj) + §ff — - 2oj)j = — 2*, 

nnd die zn integrierend^ simultanen Oleichnngen sind also: 
dm dy d§ dp dq^ 

man findet hieraus unmittelbar die vier Integrale: 

p» ^ yr^ Oft «p. yi, 

ond man kann p^ und g^ zwischen d^ beiden letzten Glei- 
chmtgen mit einmal eliminieren, wenn man die Gleiohnng 

benutzt; es ist: 

(V7-V^' _ (ai-a;,)(y-y,) ^ (x-a^)(y-y,) 

Setzt mau also: 

r- o [v7- v75J]'- (»■ - «b) C» - ».), 

SO ist das allgemeine Int^ral der Oleichnng 

z — apq_ =■ 

das Besnltat der Elimination von y^ zwischen den Glei- 
chungen: 

r-o, g_o. 
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84S. Der ceoia«tiiMhe Inhalt der üiteKntlonBmethode. 
Indem wir, ebenso wie in Kr. 823 die GroJÄen j), g als 
Koordinaten einer Ebene ansehen, welche durch den Pnnki; x, 
y, e hindurchgeht, und jeden Punkt des ßaoines mit einer 
dnrch ihn gehenden Ebene als Element betrachten, erkennen 
wir, dafe durch eine partielle pifferenti»Lgleichong 

/•(it, ?, «,i>, s) = o 

Tier&ch unendlich viele Elemente beetinunt werdcoi. Erteilt man 
den Ponktkoordinaten bestimmte Werte, so bilden die zu 
diesem Punkte gehörigen Ebenen ein ein&ch unendliches 
System , welches bei der linearen Gleichung ein lineares 
Ebenenbttschel ist, bei der allgemeinen Ctteichung dag^^ 
eine Endfläche umhüllt, deren Spitze der betrachtete Punkt 
ist. Sonach hat man sich in jedem Punkte Aea Baumes einen 
von Ebenen umhflllten Kegel zu denken. Unter einem Inte- 
grale der partiellen DifFerential^eichung versteht man nun 
jede Fläche, welche die Eigenschaft hat, dab in jedem Punkte 
der Fläche die Tangentenebene dem zugeordneten K^^ an- 
gehört, oder also, dals sich in jedem Punkte die Fläche mit 
dem zugeordneten Kegel berührt. Hieraus erkennt meia. so- 
fort zweierlei. Ers&v^: Um sämtliche Elemente der Diffe- 
rentialgleichung in Flächen geordnet zu umfassen, ist im all- 
gemeinen ein zwei&ch unendliches Flächensystem notwendig 
und hinreichend, denn auf jeder FUlche liegen zweübch un- 
endlich viele Elemente. Dieses FlSchensystem bildet daher ein 
vdUsümdiges IfUegnü. Zweitens: Jede Integral^che hat die 
Eigenschaft, dals von jedem ihrer Punkte eine Richtung aus- 
geht, die in der Tangentenebene - liegt, und zugleich eine Kante 
des dem Punkte durch die Differentialgleichung zugeordneten 
Kegels bildet 

Wir wollen nun zunächst die Gleichungen der zu einem 
Fnnkte x, y, g gehörigen Fortschreitungsrichtungen, d. h. die 
Erzeugenden des zugehörigen Kegels entwickeln. Da jede 
dieser Linien definiert wird dorch den Schnitt einer Ebene p, 3 
mit der benachbarten 

S + SPt 2 + *«» 
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8& mnls, itehR wir mit dx, äff, de ^^e Soordimlen der 
Ricktnng bezeichnen: 

, . dg—pdx + qdy 

sein, und wach: " * ' 

djer = (p + tfp)da! + (g + d3)5y, also: 9pdx + 3q^dff = 0. 

Da nun 



lud 

ist, Bo ist 



f(.x,if,e,p,q)~(i 



3? 



*P + ^»? = 



früheren Bezeichnnng: 

P*jj + g*j = 0. 
Sonadi wird: 

dx _»« P 
dy" ip~Q' 
d-k 

dir djf dx 

-p^-Q^Fp + Qq' 

Indem man in solch einer Bichtnng auf irgoid einer 
Integral^che fortgeht, erleidet die zngehörige Tangentenebeoe 
eine ganz 'bestimmte Ändenmg, deren GrSJfie äp, d^ folgender- 
mafeen za bestimmen ist. 

Denkt man sich e und folglich aach p nnd q als Fonktionen 
Ton x nnd y bo definiert, dals bei allen Werten dieBer Varia- 
belen die partielle Differeutialgleichang erfüllt ist, bo müBsen, 
wenn wir für die partiellen Ableitungen von f die früheren 
Bezeichnoi^en wählen: 

b. B.w., die Gleichnngen bcBtehen: 



Ty 
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N-an ist aber 

da dp 

und wenn wir in der Torgeachriebenon Biclitnng Toi^eben, wird: 

Demnach erhalten die beiden obigen Oleüshnngen die Form: 

(X+Zp) + P^-0, (T+Zi) + F^-0, 

ond eonach eind wir tßx die Fortscbreitong längs einer 
Erzeugenden des Kegels auf das System (s. Qleiehnng 14) 



dx dy de 

und zugleich ist der Satx bewiesen: Alle Infegralflächen, welehiB 
in einem gemeinsamen Punkte dieselbe Tangentenebene häbat^ 
heriihre» sieh längs eüner von di^em P'mkie ausgehenden Kurv^ 
denn das Gesetz, nach wel^iem sich die Tangenten^tene ändert, 
wenn »M»t in dersäben längs der Ereeugenden des eugehörigen 
Kegds fortschreite, ist für aUe Integredfläch&t das nämliche. "■ 
Sonach bestimmen die von jedem Ponkte des Baumes 
ausgehenden, ein&ch nnendlich vielen Fottschreitnngseiiirich- 
tongen eines Kegels ein System von dreifach nnendlich Tielen 
i^mnlichen Karten, oder besser ein System von chOrakteristisdi&i 
Streifen, indem zu jeder Raumkurve zugleich ein bestimmtes 
System von Tangentenebenen gehört; jede Integralfläche hat 
die Eigenschaft, daTs auf derselben ein einfach nnendliched 
System dieser charakteristischen Streifen gelegen ist, und dals 
die Tai^^enteneb^nen der Fläche in den Paukten solch eines 
Streifens mit den Ebenen, welche demselben zngeQrdnet sind, 
zusammenfalläo. Ein' charakteristischer Streifen ist darch 
sein An&ngselement bestimmt Die Gleichungen derselben 
werden durch Integration des obigen Systemes erhalten, das, 
weil die Bedingui^; 
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erfüllt ist, TOllBtiindig mtegri«rt auf vier Gleiohmigeii mit drei 
willkfirlidieii Eonatanteii fölirt, welche wir in der Form 

y-Zife C„0„Ci), 

,-f,(,x,C„C„C,), 

p-f,(>:,C„C„C,), 

i-f,(.z,C^,C„C,) 
TOT&aBBetzen können. Die beiden ersten derselben bestimmeu 
die Eorven, die beiden anderen die zog^örigen Tangentenebenen. 
Man darf nun aber lüerans nicht Bchliabeoi, dals es im 
allgemeineu genfigt, ans dem dreihch unendlichen Knrren- 
s^steme ein ein&ch nnendliehes, welches eine Fläche bestimmt, 
heraoBzngreifen, um anf diese Weise eine Int^pralfläche za 
bilden; es mnis Tielmebr die Bedingung eriWt sein, dals die 
Tuigenteuebene der Fliehe in jedem Pnnkte einer solchen 
Enrre anch die Eoordinatenwertd p und q erhält. Ein ein- 
fEHih unendlich« System von Kurven ergiebt sich, wenn man 
zwisdien den willkfirlichen Eonstanten C^, ü,, C, zwei will- 
kflrliche Relationen einffihrt, 

and alwiarui ans den beiden Gleichungen 

y="AC*. (^»Vi'Vi). J» = /i(a5» Ci, y» Vi) 

die GrS&e C eliminiert Fflr solch eine Fläche werden die 

Koordinate », f der Tangentenebene aus den Gleichungen 



beetimmt: 


_ df, j_ df, 80, _ 4f, 10, 




"-ji+jö;-!^' '-dc^ü' 


ond es ist: 






0-II + III&' i = t^' 


alio: 






^ df, d^ df, df, df, df, df, 
^dC, ^dC, Bx de, *dCi''dCi 



Wenn nun « und x die Werte i) ■=» fj, ff = /i habai aollen, 
so müssen die beiden Gleichungen erfOUt sein: 

ff K\dfj^ _df, dU f du dU_ 
V» Jx/dC, JxdC,' '*dC, dO, 
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Pindieit aüm dieaelben, so folgt: 

und diese äleichnng ist in der That erftUlt, weil die Faak- 
tionen f Integrale des Syatemes sind (b. anch Gleichm^; 2 in 
Kr. 837); miÜiin reduzieren sicli die beiden BedingnngB- 
gleichnngen fOr die FnnktioneD 

aof die eine Gleichong 

oder 

'*\Mi ■*" ^ de, ''■ d<pt dCj 3^ "•" ?^, dC, "'" ?^ dö, 
and dies ist in etwas anderer Form die Gleicbong (3) in Nr, 837: 

dx ^ dy 

Dieser Bedingonj^^eichnng wird nun bei der Gaacb^scben 
Int^p«tionsmeÜiode in der That dadnrcb genOgt, iaia man 
fOr x='Xa, also in einer bestimmten Ebene, eine willkfirliche 
Enrre ffg— /"(i/o) annimmt, nnd alle die obarakteristiscben 
Streifen za einer Fläche vereinigt, welche von den Punkten 
dieser Karre ausgehen, and deren zagehörige Ebmen dorch 
die Tangeuten der Eorve gehen. Denn aof diese Weise fOhrt 
man zwischen den Eonstauten (\, 0,, C^ die Bediogangen ein: 
>.-/■(».. 0„ 0„ 0.), 
'o-f,(.'«C„0„0,)-f(!l,), 
ft -/;(«., C„ C„ 0,), 

nnd es ist also wie erforderlich: 



^dA d4 „,, .dj^ 
*dCi dC^ ' ^^UCi 



fOr den Wert x='Xq. Es ist nun aber za zeigen, dabi diese 
Gleichong bei allen Werten Ton x fortbesteht, nachdem sie bei 
x^Xg erfllllt ist, and dazu ist der Beweis in Xr. 838 g^Obri 
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In Tnuerer geganmrtigea Bezeicbnoiig k3imen wir denselben 
folgendermafsen formidieren. Eis soll bewiesen werden, dab 
die Differenz ,, ,. 

wekhe fOr X'^x^ den Wert 2*— >0 hat, von x ganz nnabbäi^g 
ist. Es wird: ■ - 

oder, weü ,g „ 

■j^-p + aj^ 

0« ~ IJ5 d(7j B« de,/ dCi ■ 
Da nnn die partielle DifFerentialgleichang 

bei allen Werten von C^ erftlllt ist, so ist auch: 
oder wenn man fKr -^^ den Wert 2ä^ — 2" einsetzt: 

Entnimmt man hieraus den Wert von -^ nnd substituiert 
denselben in die obige Gleichung, so folgt: 

ZT _ ZT , dy (dj , T-\-Zg\ , df IQ »jA 

Die in den beiden letzten Elffimmem enthaltenen Aus- 
drQcke verschwinden, und demnach wird, wie früher: 

vorausgesetzt, dals das Integral einen bsitinunten endliehen 
Wert hat; nun ist- T^ gleich null, also ist auch jr=0 bei 
allen Werten von x~ 

Vereinigt man alle charakteristiBchen Streifen, welche von 
einem bestimmten Punkte ausgehen, der in der Ebene x^=x^ 
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liegt und dort die Koordinaten y^, g^ hat, so sind die ärSläeiL 
Gl, Of, Cg ans den Tier äleidiimgea 

»-/.(«, C>iO„0.), i-Mx, C„0„0,), 
y,-M':«0„C,,C,), '.-f>(.'„0„C„C,) 
ZQ eliminieren. Es etgiebt eich eine Fläche, in deren Olei- 
chong, abgesehen Ton der Konstante a^, noch die wülktlrlicheu 
Chaisen y^ und e^ auftreten, oIbo ein zwei&ch nnendliches 
Fläehensystem: 

Ftlr jede in diesem Systeme enthaltene Fläche sind die 
beiden notwendigen nnd hinreichenden Bedingungen »fallt; 
denn es ist anch hier: 

'*dGt ^ dC, 

für Ä =■ a^, weil ^U- nnd -j— beide gl^ch null sind.- 

848. Dm lut^ml jyäx. 
Die entwickelte Methode setzt Torans, dals das Integral 



ß 



dx 



einen endlichen nnd bestimmten Wert behält; mit diesem 
Integrale wollen wir ans non näher beschäftigen. Wir nehmen 
der Kürze wegen an, dafs die Qleichimg (16) nach B aufgelöst 
ist nnd dafs man ans ihr den Wert JS = M gewonnen hat, 
wobei M eine gegebene Funktion Ton x, y, y^, Hf^ ist Die 
Gleichmigen (16) und (17), welche die gesnohte Lösung der 
Gleichung (1) darstellen^ sind- dann «infacher: 

(20) si~M, ' 
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Qod die Olflichangen (18), welehe die Werte toU i> und q 
beBtimmen, werden: 

,nn^ SM BM 

um die unprflngliche Differentialgleiohimg zu rekon- 
sbmieren, mob mau y^ und e^ aus doa Oleichtmg^ (20) mid 
(22) eUminieren; fol^ch wird das totale Differential dl der 
liuk^i Seite dieser dleichnng erhalten, wenn man die totalen 
Bifferoitiale der Fonktionen 



Jlf- 



~^~^' ~^~ 



addiert, nachdem man dieselben bezüglich mit den Faktoren 
X, (i, V multipliziert hat, wdche so bestimmt sind, dals die 
Differentiale dy^ und de^ Terschwindea; dieselben sind hier 
als ausbhäiigig zn betrachten. Man hat also: 

+ (^^ + **|^ + v^^dy~Xdz~fidp-vdq, 

nnd die Faktoren X, n, v mOssen die beiden folgenden älei- 
ohnngen erßUlen: 

I.dX , t*M , d*M „ 
^^ + 1'^^ + -^^ = ^' 

Aas der äleidmng (23) folgt: 



nnd wegen der Öleichnngen (24) wird: 

3'Jtf 8'3f B*M 8'jf 

f " dM g'Jtf SM d'M 
0y, dydz^ 3if|, SySy, 

um das Int^pitl, welches wir zn nntersnchen haben, zn 
gewinnen, mnÜB man in diesem Aasdrack y durch seineu Wert 
ans der Gleichmig (21) ersetzen, femer mit dx multiplizieren, 
und zwischen dea Grenzen Xg nnd x integrieren. Man kann 
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«ber die ÜBliiirinätion von y Tenaeideä, wenn niiui folgender- 
malBeii rerfährt. Addiert man zum ^hler des obigm Aas- 
drackee fOr — ^ die GrÖfee 

BM 

WM F«^ ?y^ ■ . 

and BQbtrahiert dieselbe wiederum, so eriiält man: 

d*M /SM d'ja BM d'M\, , d*M /dM d^M ajlf a*J«'\ , 
'"* dM/dM d^M dM d'WX 

Wenn man non, unter der Annahme, dafs x and y die 
einzigen Yariabeleoi sind, die Gleichung (21) in der Form: 



difiFerentüert, so findet man: 
(dM. g'Jtf dM S'itf\, (dM d*M dM d*M\, 

and dodorch reduziert sich der vorstehende Ansdmck för 
— ^ aaf: 



Da die Fonktion M ^ x = x^ und y^y^ gleich s^, wird, 
so folgt, da& bei der t^Unlichen Annahme ■^— gleich eins 
wird. Int^riert man ftiao die obige Qleichnng zwischen den 
Grenzen x^ and x, so ist 



(86) _y|d«_ log 1^, 
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844. TftU, dKb du teBgOdb» Inttgnl nlidit r«gaiar 

tob ' Die Behanptang in Nr. 838 gilt nidit mehr, weam da« 
lutegial 



/: 



-^dx 



keinen endlicIieQ nnd bestimmten Wert hat. Wie Herr 
Bertrand bemerkt hat, trifft die§eB nicht nnr in einigen 
besondertoi milen, sondern auch in ganz allgemeinen ein. In 
der That, es genögt, der Funktion f(t/) oder /"(y,,) oder «^ 
allgemein solch eine Form beizulegen, dab das Integral, um 
welches es sicli handelt, imendlich wird. Indessen labt sich 
beweisen: 

Warn ßr ^ne besondere Form der Furiktion f(y) das 
Integral 



ß 



äx 



Jceinm endlichen und bestimmten Wert mehr hat, so werden die 
Oleichiengen, wdehe wir entwick^U haben, älusorisch und liefern 
nicht mehr eine Lösung der vorgdegten Aufgabe. Diese wird 
dlsdtmn durch das vollständige Integral von Lagrange gegeben, 
wddies mit dem dlgemeiwn Integrale verbunden ist. 

Denn man erkennt ans der üleichnng {26): Hat das Integral 



/l 



keinen endlichen nnd bestimmten Wert mehr für eine bestimmte 
Form der Fanktion /"(y), so wird die partielle Ableitung -^ — 
entweder nnll oder onendlich oder anbestimmt noch der 
Snbstitation des Weites von y, welcher ans der Gleichung (21) 
entnommen wird. Dann aber ist evident, daTs man ans der 
Gleichung (21) keinen bestimmten Wert von y entnehmen 
kann, welcher sich für a; = a^, auf p^ reduziert, weil bei der 
Annahme y^x^ and y = yo die AHeituig -k — sieb auf den 
Wert eins reduzieren mOTste. Die Untnöf^imkeit, einen be- 
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atimmteu Wert TÖn y ans der Gleichnng (21) zu bereclineD, 
der.BicIi fbr x^^si^ anf t/g rednziert, lä&t acUie&en, daä bei 
der Anfiahmfl o: =■ fE, die Yariabele , 1/ aas - der - linken Seite 
dieser äleiehtmg Teraobwindet, und weil diese erfOllt ist, wenn 
man zugLeich a; => Xg and ^ ■= ^o setzt, so, ist evident, dals sie 
identiscb erfUlt ist bei allen Werten Ton y; wenn man x^Xf^ 
setzt, Hieraas folgt, dafe y^ ans der Gleichung (20) ver- 
schwindet, wenn man x^x^ setzt, denn die Ableitung der 
linken Seite nach y^ ist identisch anlL Diese Gleichung giebt 
also bei der Annahme x='Xf,: 

weil, wie wir wissen, dieselbe identisch statt hat, wenn man 



setzt und weil „, . 

ist Wir schlielsen also, dals in dem besonderen Fall, mit 
welchem wir Uns besoMftig^, die Lßsong des Problemes nicht 
mehr durch das System der Gleicbnngen (20) xind (21), sondern 
allein dnrch die Gleichnng (20) gegeben ist, 

Geometrisch bedeutet die Gleichung 2 ^ Jtf ein zweifoch 
nnendliches Flächensystem,' wenn die QröJsen y^ und jüq als 
variabele Parameter betrachtet werden, In der Ebene 2 = iXg 
liefert dieses Flacbensystem im al^emeinen ein zwei&ch 
nnendliches Eurrensystem. Indem man nun die Relation 

».-/■&.) 

einfuhrt, hebt man aas diesem Enrvensysteme ein ein&ch 
unendliches heraus, und die Gleichnng (21) liefert zusammen 
mit der Gleichui^ (20) die Einhüllende dieses Systeme», von 
welcher die charakteristischen Streifen aoegeben, welche eine 
allgemeine Lösung der Differenti^gleichong zusammensetzen. 
Wird nun bei der Substitution 

».-/■(</.) 

die Gleichung z^^M unabhängig von y^,, so heilet dies, dals 
sämtlicbd Flächen, welche ans dieser Eelation hervorgehen, 
sich in der lüunlichen der Ebene x ^ x^ angebörigen Kurve 
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echneidoL Jede Fläche e ■=> Jf, welche durch diese Korve 
geht, bildet n-lMl«.>iTi eine IiSamiff der Tl i'fFw anti nlg l ai VTi np g 

8tf . BeispleL Wir wollen diese Dsrl^nngen an einem 
Beispiele erläntem. Es sei gegeben die Gleichung 

f =>^« —pq_y — ag = 0, 
wobei a eine Eoiutante bedeutet. Hier ist 
X — 0, r=-i>ä, ^=J>, 

Du Bimultane System wird demnach: 

<pdx qdy dt dp dq 
~ ~ää ^ 'J'^Mi/'^ p^ " T' 
nud hieraas findet man ohne Sohwieri^eit: 
1 1 , SC«-«.) 

,-^ + c« »y. ,-j^ s. ' 

also wenn man p^ dorch Beinen Wert 

«. - ft> So 
ersetzt: 

.._ yi>('.-goy«)-a(g-a^) ^ 

yK-9oyo)'+8'»9. {*-«.) 

„ — "a. — 

Diea sind die Werte tou y, n, p, q als Fonktionen von 
«j Vof "ot 3o- Nmi ist: 

_^Z_ _ P^ »& 

nnd 



-ß 



ä:c = log 



V(».-«,!'.)' + 2««.<«-äi) 
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Man Bieht hierana, dafa das bitegral 



/l 



aneudlich wird, wenn man 

«o-3oy«-0 oder äj °" ^ 

setzt; in diesem Falle ist d«r*Wert von «0= 

wenn a eine wijlkfirliche Konstante bedeutet. Wenn man aber 
fär g^ diesen Wert annimmt, so werden nnsere äleichnngeu 
illnsoriscli, denn sie geben fllr y nnd e die Werte: 



nnd diese sind onabhäi^g Ton y^. 

Wir eliminieren non q^ zwisclien den beiden Gleichnngen, 
welche die Werte von y and e bestimmen; man erlült ans 
diesen öleiöbongen: 



* + a;iy = 



V('.-«>!'.)'+3o«,(a!-fl^) 



nnd durch Multiplikation: 

Termittdst derselben reduziert sich die zweite Oleichnng, ins 
Qoadrri erhoben, anf: 

2o(y*- yo*) - (y* - yo«o) + oC« - *o). 

Die Elimination von q^ zwischen diesen beiden letzten 
Gleichungen lälkt sieh unmittelbai* ausföhren, imd man erhält: 

(y' - yo") («• - V) - Ky« - yo^o) + »(« - ^)]' = 

oder 



idbyGoOglC 



362 . SiebontM Kapitel 

dies ist die Ctleichoi^, welche vir »llgeinein mit F— be- 
zeichnet haben. Ans denelben folgt: 

-['.-=^]^y('-a(^)(^»'.— ^)' 

eine Formel, deren redite Seite die mit 3f bezeichnete OrSCse 
ist. Man kann nnn leicht venfizieren, dab die äleichnng 

7^ + ^ji;-^ 

d«n oben fOr y erhaltenen Wert liefert, vnd wenn man den- 
selben in den Aiudmck fOr -^ anbetituiert, so findet man: 

SM ^ B.-a,y, 

^"°VK-«.y.)'+8a2.(«-'>!.)' 

was mit den allgemeinen Ei^bniaBen muerer Theorie Ober- 
einstimmt 

Setzt man nun s^ — «y^ in die Gleichung « = Jlf, bo er- 
häU man: 



-[«-«-^jy+l/FäPl^K^^ 



a'^^ZM 



Dieser Wert Ton g gentlgt der voi^egten äleiohnng, wenn 
man a und j/^ als willkürliche Eonstanten betrachtet; anderer- 
seits reduziert er sich anf 



ßi± iT =» a^.' Er liefert also die Losung des vorgelegten Fro- 
blemes iOi den Fall, daJii man die Funktion f(y) gleich ay 
annimmt. 

% 6. Integration der partiellen Dlfferentlalgleicliiu^; 
erster Ordnung mit beliebig vielen Terinderlichen. 

846. Umfozmnng des Froblemea. Die vorige Methode 
ist anwendbar, wie grofs auch die Z^ der Yariabelen sein 
mag; dies wollen wir im folgenden nachweisen, ohne dabei 
auf eine Diskussion von Einzelheiten einzugehen. 
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Wir bezeidmea mit a^, Xj, ...Xn die h tmabhäDgigen 
Yariabelen, mit x die ablüingige; ferner setzen wir: 

(1) dx —PidXi + p^dxt -\ \-p„dxn 

mid betrachten die partielle Differentia^leii^iuig 

(2) I(X, Xi,Xt,...Xn, Pu A, ■ ■ ■ JJ») =" 0, 

deren linke Seite eine gegebene Funktion der 3»+ 1 Yariabelen 

X, X^, Xj, ... Xn, PitPl, •••pn 

ist. Die unbekannte Fnnktioa X ist nicht ToUsföndig beatinimt 
dnrch die Bedingung, dafs sie der Oleichnng (9) genQgen Boll; 
sie wird dies aber im allgemeinen (Kr. 835), wenn man an&er- 
dem verlangt, dais sie sich auf eine gegebene Funktion 

|™/(«i, iCj, ...a;,_i) 

der ti — 1 Tariabelen a;^, a^, . . . x^^i reduziert, wenn man der 
Tariabelen x„ den besonderen Wert £n beilegt. Setzt man also: 

dS = »,da^ + at,dx, + ■ ■ • + (»„^iÄai,_i, 

80 mnlk für a^— &i nicht nor X— £, sondern anoh 

sein. Dies festgesetzt, bezeichnen wir mit 

imbestimmte Funktionen Ton 

*i, «j, ... iCn-i) x„; 
man kann dann omgekebrt auch 

als Funktionen von 

betrachten, und folglich wird auch x eine Funktion der 
niimlichen Yariabelen. Die Gleichung (1) lä&t die partiellen 
Ableitungen Ton x bei dieser Annahme berechnen; denn es ist: 

Ssirat, ntK-D.Inls^sI-Beohiiiiiig. lH. 1. Anfl. 23 
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and 



w 



w. 
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l'iir: 



-ä4^+-+p.- 



(6) 



Differentiiert ntHn die Oleichang (3) nach £< jmd die **" 
Gleichang (4) nach x» und Babtrahiert Bodann die beidra er- 
halteam Gleicliimgen, so wird: 

(6) Wt ^^~^^)'^' '^^~^n ^i ^~^^) 

oder kürzer: 

Da der Index i die Werte 1, 2, ...n — 1 annehmen kann, 
ao Tertritt die ölaicknng (5) ein System von n — 1 rer- 
Bcfaiedenen Gleichungen. Wir bezeichnen nnn mit 

das totale Diffräential der linken Seite der Gleichnng (2); ab* 
dann vird, wenn man die Gleichnng (2) nadi 1« differentiiert: 

oder, wenn man ^ nud -^ durch ihre Werte aus den Glei- 
chongen (4) und (5) ersetzt: 

und diese Formel repi&entiert » — 1 Gleichtmgen, indem der 
Index i die Wert« von 1, 2, ... n — 1 erhalten kann. 



^dbvGi)l>^lc 



Die partdellea imd totalen Diffennti&Igletobniigeii erster Otdmnig. 355 

Da nim aber die Funktionen von x„, 6j, 1», . . . 6«_i, 
welche die Werte TOn a^, Xf,...Xi,~i daiBtellen, biBlier noch 
nnbeatimmt aind, bo setzen wir feat, dais dieselben den n — 1 
Oleioliangen 



(7) 



Pl-Pn^-O^-.^P^^^-P, 



ga;„t 



. genQgen and Bich QberdieB für x., = 1« anf Ij, i%,--- t—i be- 
zflglicli reduzieren sollen, derart, dafii ttii Xn='t, die Glei- 
chungen bestehen: 

imd andi 

Pn=' «Du» 

wobei dar Wert von ibh. durch die Gleichnng 

F%i„U>--i.,«>i,o„...o>,) = 
bestimmt ist Die Gleichungen (7) reduzieren die » ~ 1 Glei- 
chungen (6) auf: 

||(X.+Z|,.+P.^)+...+?^(X.-.+Z,.-,+P.?^)-Oi 

und diese können nicht anders erfSIlt sein als dadurch, daOi 



Z, +Xp, 


+ P.^ -0, 


X, +Xft 


+y-fe -». 


JC-i+Zj.- 


.+^^=<^' 



(8) 



weil die Determinante D, gebildet mit den (n — 1)' ärSlseii; 



JE' W,' 



n,' 



n,' 



■"55"' 

'~äir' 



aa^ See, ^x„~i 
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nichb ttoll Bein kum Eufolge der ünabhingigkeit der Yaiübden 

tmd wann die DetermiiUHitfl J) null vire, so kSnnte man 
dardL EUmiiutioii d«r Differentiale d£i, djit,...d^—i eine 
oder mehrere GUeichnngra Ton der Form 

M^dx^ + Jfjda^ + ■ • • + M,dXn—Q 
bilden; dies kann aber nor dann der Fall aein, yieaa. eine 
Relation swischen den Vuiabelen x^, itf,...x^ exiatiert Da 
diese nnabl^gig voneinander sind, so kann D nicht ver- 
schwinden, und folglich mOsscai die Gleichongen (8) bestehen. 
Demnach ist das Problem darauf zorückgeftlhrt, 2n Fouk- 
tionen 

X,Xi,Xn...Xn~l., PitPtf-P'-UPn 

der n Variabelen t t t 

Xn, Sl) !))■■■ &•— 1 

zu finden, welche den 3»-l Gleichnngen (2), (3), (4), (7), (8) 
genfigen, mid sich filr a; — a^ bezüglieh auf 

reduzieren. 

847, Bin Hilftsats. !Eb genflgen aber die 3» Gleiehongrai 
(2), (3), (7), (8) zor Bestimmnng der 2« Fmiktionen; es 
molh bIbo gezeigt werden, dab die Gleichungen (4) Ton selbst 
erffÜlt sind, und diea gelingt, indem man die in Nr. 8S8 be- 
folgte Methode hier wiederholt. Wir nehmen also an, dals 
man ans den Gleichungen (2), (3), (7), (8) die Werte von 

X, «1, 3^, ...ff„_i, ft,i)„ ■■■p« 
als Funktionen Ton 

bestimmt hat, die sich für x„ =■ 1» »nf 

I, ll( ■■■ In-l, Oj, (Of, ...(0„ 
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reduzieren. Bezeichnen wir dum mit Ti, T^, . . . Tn—i die 
Differenzen zwischen den beiden Seiten der bezfl^chen Glei- 
chongen des Systemfle (4), so da& - 

ist, so folgt, indem man diese Gleichang nach x„ differentiiert 
nnd dftTon die Oleichong (3), differentiiert nach ^, subtrahiert: 






Wendet man die obigen Werte Ton jj- nnd -x— an Stelle 
der durch die Gleichuigen (4) nnd (5) gelieferten an, so entsteht 
eine Gleichong, die sich von der Gleichmig (6) nur dadnrch 
onterscheidet, dal« ihre linke Seite die neuen Terme 

enÜ^t, und da alle abrigen Terme infolge der Gleichungen 
(7) nnd (8) verschwinden, so erhält mau: 

dT. 

wobei der Index t die « — 1 Werte 1, 2, ... n — 1 annehmen 
kann. Hieraus folgt: 



Tt=ete 



#"■ 



wenn man mit Bt den Wert bezeichnet, welchen Ti fBx Xn =■ 1» 
erluilt. Man erkennt nun unmittelbar, dab 6j null ist, und 
folglich ist auch t r\ 

wenn das Litegi^ 



/■ 



■fr ('S!, 



einen endlichen und bestimmten Wert hat. Für die Diskussion 
der Fälle, wo dieses Integral tmendlioh oder bestimmt wird, 
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TCTweiM iek den Leser auf die in den Bemei^iuigen cd th. 837 
cdtiorten Abhandlungen. 

848. Uimng des IntesmtloDaprobleinea. Kach dem 
Yontehenden genflgt es, die 2» Oleichnngen (2), (3), (7) 
and (8) zn betrachten. Man kann die erste derselben anch 
durch ihr Differential in Bezog anf x» ersetzen, nämlich: 

weü das YOrgel^te Problem keine Unbestimmttieit mehr 

enthält. Indem mau hierbei r — dnrch seinen Wert ans der 

«*« 
Gleichung (3) ersetzt, und fwner 

- — , _ mm jj — , . . . __ 

durch ihre Werte aas den Qleichimgen (7) und (8), so folgt: 

(») X. + Xp.+ pJ^-0. 

Demnach sind wir dazu gelangt, Termittelst der 2n Glei- 
chungen (3), (7), (8) und (9) die Werte von 

X,Xt,X„...Xn-l, Pl,Pt,--.pn 

zu bestimmen, die sich fDr 2^i = 1. bezüglich auf 

Ef Sl, l|> ■•■&.-!) (Ol, Og, . . . OJn 

reduzieren. 

Die Gleichungen, um die es «ich handelt, sind ihrem 
Wesen nach partielle Differentia^leichongen. Da sie aber die 
Yariabelen ^, £,,...!»— i nicht enthalten, so lassen sie sich 
vie gewöhnliche Differentialgleichungen behandeln. Mao kann 
sie in einer Formel znsanimenfassen, nämlich: 
dxj dx, 



(10) 



— ift -''. . 

man darf dabei aber nicht aoleer acht lassen, dais die Glei- 
diung (1) an Stelle einer in der Formel (10) euUialtenen 
Gleicllimg treten kann. 
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Wir nehmen nau au, däb man die Gleiohtingen (10) 
int^riert hat and dalÄ die willkürlicheoi Eonetanten bo beatinunt 
flind, data <. ■. 

iBt fOr Xn=' In- ^ff seien also: 

» = ?> (a;„, li, |„...|,_„ I, Qj„...£Q,), 
a'i = q>i(Xn, li, Ig, ...6,_i, I, o„...oj,), 



("). 



(12) 



iC-i = 9>— i((r«, Si, ?», ■ ■ ■ li—i, I, o)i, ■ . ■ 0»«); 
Pi = *i(a^., Ii, |„...t.-i, I, oJi, ...0»,), 
A =■ *» (ai., Ii, I», ■ ■ -l«-!, S, »i, ■ ■ ■ ein), 



Ph — ^»(a^, £i> I», ■ ■ ■ l«-i. I, 0),» ■ ■ ■ ÖJn) 
die Jiaoh x, Xj,...Xn—i, Pi,-.-P<, aD%el5Bten Integrale. Daa 
allgemeine Int^pral der Torgelegten partielleu Differential- 
glfiicliimg geht ans der Elimination von 

zwischen den » Qleiohtmgeu (11) und den n + 1 Oleichnngm 

F(l,li, £,,■■- In-i, ra„ra„...o.,) = 0, 

6-/^(6., £,,-■ 6.-1), 

df - df df 

hervor, diese Elimination ist im allgemduen rndii möf^ch, 
anläer wenn man die willkürliehe Funktion / fixiert; hat. Ich 
will hier nicht die verschiedenen Formen dekatieren, welche 
man in den verschiedenen I^en den Gleichongen (11) geben 
kann, and verweise hier^r aaf die in den „Bemerkongen" 
angegebene Litteratar. Ebenso mag es dem Leser überlassen 
bleiben, die in Nr. S42 gegebene geometrisohe Denttmg aof 
die n-£adie Mannig&ltigkeit zu übertr^en. 

849. Singoiare LSmngen. Ohne aaf Entwickelangen 
einzugehen, welche die Grenzen dieses Werkes überschreiten 
würden, müssen wir doch darauf hinweisen, dals die Methode, 
welche wir angewandt haben, ^uch gewisse singulare LSsongen 
der partiellen Cifferentialgleichongen erster Ordnnng bestimmen 
läfet 
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Et Ml f M üne partialle DiffBrential^eicliBiig, welche 
die VirUbelan a^, a, , . . . x«, die Funktion x dieear Yariabelflii 
und ihre Ableitangen pi,Ptf-Pn entMU; ferner sei V-^0 
ein Toüständigea Integral dieser Gleichong, in welchem die 
n wilLkflrliehen Eonatonten Oj, a,,...!!» Torkommeu. Da die 
Qleichtmg F^O jede beliebige Beziebnng aoBdrOckt, frenn 
man die willkürlichen QrSisen Oi, a^, ...Oa als Tariabel be- 
trachtet, so ist evident, dsJs sie auch alle Lösnngeu der par- 
tiellen Differential^eichong liefert, wenn dieGrS&ien 0^,0,,... ün 
nur bo bestimmt werden, dab sie der Gleichung 

geuflgen. Indem man die Differentiale da,, daj,...daH null 
Mtst, kommt man auf das voUatändige Integral zurück; ferner 
flrhilt man, wie gezeigt wnrde, dag allgemeine Integral, wenn 
man eine willkflrliche Relation zwischen a,, aj,...a^ an- 
nimmt, nnd sodann eines der Differentiale da,, doj, ...dai. 
vermittelst dieser ßelation eliminiert, nnd die Koeffizienten 
der Übrigen Differentiale null setzt. Man genügt aber aach 
der obigen Qleichimg, indem man 

setst. Die Elimination von a^, Of, ..,a„ zwischen diesen Glei- 
chungen nnd der Gleichong 

giebt im allgemeinen eine singnläre Lösong der Toi^l^ten 
Gleichung. 

MO. Beiaplel. Als Beispiel betrachten wir die Gleichnng 

welche die tmabhängigen Tariabelen ai, y, die Funktion '0 
and ihre Ableitangen p, £ enthält; /'(j), q) bezeichnet eine 
gegebene Fonktion von p nnd q. Ein Tollstäudigefl Integral 
dieser Gleichung ist 

e — ax — ly~-f(a,b), 
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wobei a lud b Eoiutauten sind. Das allgemeine Int^pial 
resultiert ans der Elimination von a zwisdien dieser Olei* 
drang nnd ibrer Ableitung nach a, wenn dabei b als eine will- 
kflxliche Funktion rob a ^igesehen wird. Endlich hat man 
die singulare Lösung, wenn man a und b zwischen den drei 
Gleichungen 

<-»»-Sj,-/-(a,6), i + |i-0, y + l^-0 

diminiert. Bezeichnen se, jf, s geradlinige Koordinaten, so 
stellt das Tollstindige Integral ein zweifach onendliches System 
von Ebenen, das allgemeine eine developpabele Fläche dar, 
die Enveloppe einer beweglichen Ebene, deren Gleichung eine 
willkfirliche Funktion enthält. Endlich liefert das singulare 
Litegral eine bestimmte Fläche, welche die Ebenen des Toll- 
etändigen Integrales und die developpabelen Flächen des all- 
gemeinen Integrales berührt. Diese Resultate stimmen mit 
L in Nr, 351 überein. 



% 6. üxistenztheoreme. 

8BL Bine spezielle lineare homogene Gleiidinng. Wir 
Übertragen jetzt die Entwickelungen der Nr. 660£F. nnd 718ff. 
anf partielle Differentialgleichungen erster Ordnung und geben 
damit zugleich eine Er^nzung der Lücken, die wir bei den 
gewöhnlichen Differentialgleichungen in Nr. 723 noch kon- 
statieren mn&ten. Zmüchst geben wir von einem ganz 
speziellen Falle aus, um dann unsere Betrachtungen stufen- 
weise zn verallgemeineni. 

Es gilt der: 

Sats Z. Gegeben sei die DifferentiaigUü^mng: 

(1) g-^(«..-..e-g 

und die Jsifang^eäingung: 

(2) 6 = *(«,) für »,-Oo- 
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Dabei tBt für Ahkärmtng gesetgt: 
W(x„m„i)- 



('-^)(-^)('-4=). 

dg, O], m, M, r, B hedeutm gegä>ene Kon^fwie, von äenm die 
letetm vier reäi und positiv sind. Alsdann gidi es eine tmd 
nur eine in da" Umgelnmg der Stelle 

^=%t *i = Oi 

r^uläre emcUyHsche Funk^on g vom x^ und Xi, tcdche sowohl 
die IHfferenHalgleichwig (t) als die Änf(mg^>edmffung (2) 
erfUm. 

DsB der Differentia^leichiiiig äqoiTalente simultane 
Systral; 

lälst Bich in die Form setzen: 

« = 0,(x-4^)(.-t5).V+-^-0 
tmd hat duher die ]jat^nde: 

s - ooMi, (i - a=a)' (i - ^) + in (i - *=Ä)'- (»Mt. 

Die al^emeine Ldsimg nnserer partiellen Differentialgleichung (1) 
wird also: 

wo (p eine willkürliche Fonktiou bedentet. Diese ist nim so 
ZQ bestimmen, da& fOr ,. 

. , i>!o=an - 

wird: 

nud also: 

r _ t . 
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Setzt maa also in die allgemeine Integialgleicliimg x^^a^ 
HO erhSlt mui als gesnclite Funktion 91: 

Trilgt man diesen Aosdrack in die allgemeine Int^ral- 
gleichm^ ein, so etgiebt sioh Mr die gesuchte Lösung unserer 
Bifferentialgleieliimg (1) mit der An&Dgsbedingang (2) die 
Oleicliiu^: 

(ä) T.'('-4=) = ('-*^)"('-4=) + ^'('-^)' 

Diese ist Tom dritten Orade in g. Für 

redoziert sie sich auf: 

_£-m' 



f('-^)-('-4=)-<' 



und wird erfOllt darch £■=)». Die Äbleihmg der linken Seite 
der letzten Gleichung nach £ nimmt für g — m, wie mim leidit 

sieht, den Wert an > der nicht null ist. Kach Kr. 661 

giebt es also eine und nur eine in der ümgebong der Stelle 
a^=öo, Xi = ai 

reguläre analytische Funktion £ Ton x„ und Xi, welche der 
Qleitduu^ (3) genSgt und fOr 

a^=0o» «1 — Ol 
den Wert m annimmt. Diese geht, wenn mim x^'=a^ setzt, 
über in eine Worzel der Gleichung: 

nnd zwar in diejenige, wdche ftir a^ = a, gleich m wird; das 
ist aber' nur: 

oder: 
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Die frische Funktion S tod a^ und x^, die wir obeo definiert 
haben, erflÜlt also aadi nnsere Anfimgi1»edingang, und faiennit 
ist der Satz bewieoen. 

Unaere Betrachtimgsn zeigen aber nocb mehr. Denken 
wir ans in nuserer DifiTerentialgleichnng (1) die FnnktioD P 
ersetzt dorch 



(4) ■ (..i=i)(..^)(._C^) 

ottd in der Aniangsbedingnng die Fnnktion it durch 
(5) 



^=- 



wodorch (1) in (la), (2) in (3a) Qbei^dien mdg«, und ver- 
Bteben anter Jfj und m^ neue komplexe Tariabele, bo können 
wir wieder unsere vorige Integrationsmethode anwenden und 
finden an Stelle der öleichnng (3): 

Man erkennt nnn genau wie vorher, dab diese Gleichung eine 
und nnr eine Waizel besitzt, die in der Ün^ebnng der Stelle 

eine reguläre analytische Funktion von x„ a^, M^, m^ ist and 
sowohl die Differentialgleiehang (la) als die Anfangsbedingung 
(3a) erfSllt. Dies liefert uns den Zusatz: 
Bats IL Die IHjferentüdglekkung: 

mit der Anfangsbedingung: 

(2a) 6-&,= ^i für «0=00- 

«70 yj und ^1 dttrcÄ die GleitAungm (4) und (5) deßnert Hnd, 

besüet eine und nur eine Lösung g, welche in der Umg^nmg 

dar Stäle 

eine regviäre analytische Furüäi&n von Xq, a;,, M^, m^ ist 

Digimed bvGi)l>^lC 
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869. Die allgemeine Uneexe Qletohwig. Es gilt der Satz: 
Sati in. Gegä)m sei die DifferenUalgleiehuHg: 

und die At^angsbedtttguttg: 

(2) *=-J^=-v(iei,av,...a!,) fttr a%— Oo- 

Die Funktionen Xi und ip säen ancäytische ISrnkttonen ihrer 
Argvimmte. Fü/r 

^="Hi ■■■ a^ = Oit 

werde (p='C tmd in der Umg^mng dieser Stäle sä if regulär. 
Ebenso seien die Xu aämßieh reguUir in der Umgebung der 

sme 

Xa=ag, x^ = a^, . . . Xn = On, t'^c 
Msdann giebt es eine und nur eine cma^ische I^tikiion e von 

x^, Xi, ...x„, 
die sich in der Umgdnmg der Siäle 

a^ = öo, a^= o,, ... fr« " Oa 

regidär verhÖU und gläeheöHg die Differentwügleitjmng (1) und 
die Anfangshedmgung (3) erfüMt. 

Wir ftÜLren den Beweis ganz analog zo Nr. 660 und 
nomerieren der Übersicht halber die einzelnen Schritte. 

1, Wir BteUeu dne Potenzreihe fClr e anf, welche DLffe- 
rentialgleichnng nod AnflEuigBbedingting formal erfOllt. 

Eine solche Entwickelang: 



geschieht nach dem Mac Laurinschen Satze. Eb sind daher 
die Koeffizienten pi, p^ß, ... die Werte der ptutiellen Ab- 
leitangen 

§i' njif'-- *' «;.-»..■■■ ^-«. 
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(Nr. 137). Alle Koeffiäbnteii p" Iran, bei denen keiner der 
octeren Indicee - null- iat, bwtimmen sieh mu der .Ao&ngs- 
f (2). Eb wird: 



für 

Diejenigen p^ aber, die einen anteren Index soll tragen, findet 
nun soB -der DifferentiRlgleichang. Man erhält an« ihr nnd 
den dnrch Differentiation folgenden Gleichungen, wenn man 

setzt, der Reihe nach: 

(«-0,1,...«), 



(*) 



Dabei bedeutet Xia die partielle Ableitung Ton Xi. nach a^ 
Xi, 1,4.1 die TOn Xi nach f, und der obere Index deutet an, 
dalk diese Werte an der Stelle 

«0=001 ■■■ *,-=o«, » = c 
zu nehmen Bind. Die Bamtlichen Koeffizienten p" der £nt- 
wickelung (3) sind also durch die Anfuigsbedingung und die 
Reknrsionsformeln (4) bestimmt. Daher kann es nicht mehr 
als eine Funktion g von der Terlangten Beschaffenlieit geben. 
Ob es aber überhaupt eine solche giebt, Mngt davon ab, ob die 
Reihe (3) mit den so beBtimmten p" konvergiert, was non zn 
nnteivuchen ist. 

2. Die Funktionen Xa seien sämÜich regulär fOr alle 
Wertsysteme x^, «,,.,.«„, z, för welche 

jaio — Oa|^r„ (a=-0, 1 ...«) und \ii — c\<B 
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ist> Abdann giebt es dne reelle . positiTe Zahl r,, bo iaü 
für alle ■ 

I»i-Oi|^r„(i=l...») 
die FonktioQ 

regulär und gleichzeitig 

\',-c\%B 
bleibt Sei nun r die ideinere der beiden: Zahlen r^ und r, 
und m das Mazimmn der Werte, die 1 91 1 in dem Öebiete 

\xi — ai\<r 
aoninunt, 3f das Maximom der Werte, die die '^mtUcheii { j^üI 
annehmen, wenn die - 

als onabhSngige Variabele in dem Gebiete 

\x„ — aa\^r,\e — c\^R , 
Tariieren. Wir bilden dann die neue Differen^ialgleiobnng fOr 
die nene Fnnktion g: 

(6) .g-^(»,,.,,.....i8.(.+§ + ^+...+0 

mit der Anfangsbedingung: 

(6) ■ {-■8,_*(4, ;..&)' Mr »0-0^ ■ 

Dabei ist znr AbkOizmig gesetzt: 

■ V(x„!i!„...x.;t)-— 

J7('-=V^)('-^) 

Formal wird die Gleichung (5) nnd die AnfuLgs- 
bedingong (6) wieder dnrcb eine xa (3) analoge Entwickelnng 
erfQllt: 

S='» + IiJrJ?2-(^''-«")4i2"''^-VC«=--«'.) (»'-'-«-«) + ■■■' 
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WD di« po dieulbs Bedeotnng für C liaben, wie die p^ fttr e. 
Diqeuigen P*', die keinen unteren Index nnll anfweiaen, sind 
daher die Weite der entspreolienden partiellen Ableitoi^^ 
Ton ^ an der Stelle 

«i — ai, (A — 1 . . . b) 

und als aoldie niclit klMuer Als die entaprech^iden ji" nach 
dem Satze der Kr. 656. Es ist alio: 

\c\^m,\pi\^Pl\pi^\SPU,---){i; ,*,... -1,2...«). 

Diejenigen P", die einen unteren Index Bafveiaen, beatimmen 
aicb aber ans einem Oleicbungaejatem, daa ans (4) berrot^bt^ 
wenn man immer p durch P, alle Xi mit ihren Ableitangen 
aber dorcb die Fonktion ^ nebat ihren Ableitangen ersetzt; 
d. K es iat: 

p^-^p^A+^pfV 

(«-0,1, ...»), 

Dala Va die partielle Ableitung von 9* nach Xa, IPo+i die 
Ton W nach £ bedeutet, braucht wohl nicht besondera geaa^ 
zu werden; ebenaowenig, dola jder obere Index hier die 
SteUe 

SB« = Ob, (a — . . . n), g = »» 

bedeutet, welche der Stelle 



entspricht. Nach dem Satze der Nr. 656 Bind nun die X« 
nebat ihren Ableitmigen an dieser Stelle absolnt nicht gröiaer 
als W und seine entsprechenden Ableitungen an jener SteUe. 
Andererseite ist bereits bewiesen, dalä die j)", welche auf den 
rechten Seiten von (4) auftreten, absolut kleiner sind, als die 
entsprechenden P" auf den rechten Seiten des letzten Qleichungs- 
systemes. Wir Bchlielsen darane, daTs auch die linken Seiten 
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in (4) absolat kleiner sind als die linken Seiten in dem 
letzten Gleichnngssjstem; d. h. es ist: 

\P,''l<P.',lPo\\<P^,- 
Mithin sind die sätutUclien Glieder der Reihenentwickelni^; (3) 
absolut kleiner als die entsprechenden Qlieder in der Eut- 
wickelnng fSr ^ Wenn diese konvergiert, wird jene also gewiTs 
konvet^ieren. Der allgemeine Beweis unseres Satzes ist ^so 
geleistet, sobald er fOr die spezielle Differentialgleichimg (5) 
mit der besonderen Anfangsbedingnng (6) gelingt. Ehe wir 
diesen aber führen, betrachten wir noch einen anderen 
Spezialfall. 

3. Wir nehmen im, dafs in der Differentialgleichung (1) 
alle Koeffizienten Xa mit Ansnahme von X^ identisch Ter- 
schwinden. Alsdann entsteht die Gleichung; 

Die An&ngBbedingnng (2) behalten wir in ihrer allgemeinen 
Form bei. Die zugehörige Differentialgleichung (5) wird dann: 

mit der Anfangsbedingung: 

(6) t=to = -<l>(^i,^,---^) far 3^0 = % 

Dabei haben die Funktionen W und tff genau die oben 
unter 2. angegebene Form. Setzen wir aber zur Abkürzung: 



so stellen M^ und % neben Xq und x^ zwei neue unabluingige 
komplexe Variabele vor. Durch ihre Einiiihrung erhalten 
aber sowohl die Differentialgleichung (8), wie die Anfangs- 
bedingung (6) genau die im Satz 11 der Nr. 851 u^^efÜhrte 
Form. Es giebt also eine und nur eine in der Un^^ebung 
der Stelle 

^0=^01 ^ = ^! Mi = M, m^ = m 
reguläre analytische Funktion der vier Variabelen x^, x^, 
M^, m^, welche sowohl die Differentialgleichung (8) als die 

BeTrat,IiUL-a.IiitBBMJ-lt«a1U]aiig. CL l.Aufl. 24 
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As&iigsbediiigimg (6) eifOUt. Nun sind aber M^ und m, 
ihreFseits analytische Funktionen von x^, ...Xn, welclie sicli in 
der Umgebong der Stelle 

x, = a,,...Xn = an 
regulär verhalten and sm dieser Stelle selbst anf 
M^ = M, »», ^= m 

reduzieren. Nach Nr. 654 ist daher die oben gefundene 
LöBong i, welche (8) und (6) erfQllt, eine analytisclie Funktion 
von «g, «,, ...x„, welche in der Umgebm^; der Stelle 

sich reguUtr verhält. Das Theorem, welches wir an die Spitze 
dieser Nummer gestellt haben, ist daher fQr die DifFerential- 
gleichnng (8) bei der An&ngsbedingcmg (6) und daher anch für 
die DifiFerentialgleichung (7) bei allgemeiner Anfangsbedingnng 
erwiesen. 

4. um nun die Allgemeingiltigkeit unseres Satzes zn er- 
kennen, genügt es, ihn fOr die DiSerentislgleichimg (5) and 
die Anfongsbedingang (6) za erweisen. Dies thun wir, indem 
wir neue YerÖnderliche einführen und dadorch onsere Glei- 
chung (5) auf die Form (7) bringen. Wir setzen; 

a^-^ai-|-■■■-|-o:, 
t/i = ' y.=^~ai, ya=^-^,- yn = Xn-x„_i 

and bezeichnen die dem Werte xx =•= fli entsprechenden Werte 
der yi mit yi^ii. Jede analytische Fnnktion der Xi, die in 
einer Umgebung der Stelle Xi =• ai regulär ist, geht dimn über 
in eine analytische Funktion der y, die in der Umgebung von 
yi = bj. regulär ist und umgekehrt. Die Differentialqnotienten 
von g aber geben Ober in: 





»£ 


8t 1 «t , 8£ 
und daher wird: 




«E 4. '£ j. j. '£ "f 
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Die Differeuti^leichiu^ (5) erluilt also die Form: 



H 
Setzen wir scMie&lich 



t + yi = v, 

80 geht die Oleichung über in 
nnd die Äniangsbedingnng in 

(10) n = ■>!' + yi- 

Nach dem Bemerkten ist aber 4' analytigch nnd regu^ in 
ifi ■■■yn in der Umgebung von 

3/i= &!,... 3/, = fe, 
und das gleiche gilt Ton ■>!> + y^. Ebenso geht >F über in eine 
analytische Funktion von Xg, yi, ■■ ■ J/ni V> welche in der Um- 
gebung der Stelle 

*«=«0J ?i = 6w- ^«=&«, l? = »M + 6i 

(was £ = »» entspricht) regulär ist in ihren Ai^^nmenten 
^or ?i ■ - ■ y^i V- Endlich hat die Differentialgleichui^ (9) 
genau die Form (7), also ist der unter 3. bewiesene Satz an- 
wendbar und mithin das Esistenztheorem für die Gleichung (9) 
und die An&ngsbedingung (10) erwiesen. Geht man von den 
Yariabelen x^, y,, - .. ya, V nun wieder Über zu den ursprüng- 
lichen Xg, x^...x„, g, so folgt das Ezistenztheorem für die 
Gleichung (ö) mit der Anfangsbedingung (6) mid daher auch 
seine Gütigkeit für eine allgemeine lineare Differentialglei- 
chung (1) mit einer allgemeinen Anfangsbedingung (2). 

868. Anwendung auf gewöhnUtdie Biffereatialglei- 
ohungen. Wir wollen annehmen, dafs die lineare homogene 
Differentialgleichung (1) der vorigen Nummer das e expücite 
nicht enthalte, und die Funktion tp in der An&ngs- 
bedingnng (2) der vorigen Nummer so spezialisieren, dafs sie 
der Reihe nach gleich wird: 
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Dean entapreclien dann n Löenngen e der Qleidiiiiig (1) der 
Torigen Ntunmer, die wir entsprechend mit 

Oi(ir, «,, ...x„), mj{x,x^, ... ai,), ... (o,(a:, «, ... iCn) 

bezeichnen wollen. Femer schreiben wir, wie wir es soeben 
schon in den Argumenten der a gethan haben, so auch im 
folgenden in dieser Nummer immer x statt x^. Die to sind 
Toneinuider onablüngig im Sinne der Kr. 725. Bestünde eine 
Identität: _ _ -, n 

[ra,, OJj, . . . (»nj ^ U 

bei nnabhüi^gen Yariabelen x, x^,...Xk, so ginge diese für 
x = a^ Ober in die Gleichung : 

welche & unablün^ge Yariabele Xi, x^ ...Xn bestehen müfste. 
Dies ist aber ein Widerspruch. Betrachtet man femer die 
Determinante: 

so ist diese für a: = ag {^eich 1, abo von null retBchieden. 
Hieraus folgt aber, dala das zu (1) äquivalente simultane 

System: 

dx^ dx, ä!^ 

IT ~ X ^"~ X„ 

immer » nuabhängige Integrale besitzt: 
(12) Oi(a;, a;,, ... ain) = c,, ... ß)„ («,«,,... 3^) = c„, 
wo die linken Seiten in der Umgebung von 
*o=<*o'> x^ = a^,... a;„=a„ 
rego^e aualTtische Funktionen ihrer Alimente sind, and 
dafs diese Gleichnngen, nach x^, x^,...x„ aufgelöst, diese als 
analytische Funktionen von x, c^, c^, ...c„ ergeben. Di^elboi 
sind regulär in der ümgebui^ von 

IC = O^J (^ = C^", . . . C„ = Ca, 

wenn c^, t^", ... c^ die Werte bedeuten, die e^, c^, ...Cn für 
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ftDuelimeD. Hiermit ist ancli die in 'Sr. 723 au^eatellte Be- 
hanptimg erwiesen, nadi welcher die Lösimgen emes simtütcmeH 
Systemes ofudyttache IhmkHonen von der tmabhängigen Va/ridbden 
wnd d&r IntegraUonskondanim sind, die aich in der Umgebung 
der betrachteten Stelle regalär verhalten. 

Unwesentlich ist bei allen diesen Betrachtungen die spe- 
zielle Form, welche wir der linearen Ditferentialgleiohmig (1) 
gegeben haben. In der Umgebung jeder Stelle 

(«0, Ol, ...On), 

in der die YoranBsetztmgea des Satzes III erfOllt sind, 
existieren » nnabhängige, reguläre Ibitegrale bei jeder linearen 
homogenen Differentialgleiehnng der Form: 

Toransgesetzt, dals die Funktionen X von x^, x^, ...x„ nicht 
i£mtlich an der Stelle 

(«0, o„...o,) 

verschwinden. Denn, ist dies nicht der Fall, ao kann man 
das Xy das an dieser Stelle nicht nnll üt, mit Zg bezeichnen 
und die Bezeichnongsweise fOr die x gerade ao einrichten, 
dafs Xo mit ^ moltipliziert erscheint. Dann kann man nach 
g— die DifFerentialgleichnng auflösen und ihr so wieder die 
Oestalt (1) rerschafFen. 

854. Systeme von linearen QleiohiingeiL Es ist sehr 
leicht, das Exlstenztheorem der Nr. 852 auf ein System 
Tou behebig vielea linearen homogenen Oleichni^^ za über- 
tragen. Es gilt der: 

SatilV. Gegä)en ist ein System von qpartidlen IHffo'ential- 
^/eichmgen in q unbekannten Funktionen e^, 0^, ... Zq von n -\-l 
unabhängigen Variabäen x^, x^,...Xn von der Form: 
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sotcie die q Änfai^ä>edingimg&i: 

für Xa—a„. Für 

a!o = Oo> a^ = «1, ...«»"= Ob 
icerde Sa = Ca- Die X sowohl cUs die ip seien irgend welche ana- 
lytische Funktionen ihrer Argumente, die sich in der Umgebung der 
SteOe 

X^^'O^, 3^1= O,, ... a;„ = Ob) «i = C,, ... ^B™ Cn 

regvdär verhüten. Alsdeam gieht es ein und nur ein in der 
Umgebung dieser SteUe r^tUäres System von analytischen 
Funktionen Za von x^, Xj,...x„, das sowohl die Differential- 
gleiehut^en als die Anfangätedingwigen erfüllt 

Znm Beweise yerfälirb man ganz anidog wie in Kr. 853. 
Für aUe Werte 

\Xa-a„\£r,\ji/,-Cf\^R 
möge sein für jedes X 

I X I < .M nnd für jedes (i \ip^\<m. 
Man ersetze nun alle X durch: 

V{x, x^, ... Xn, «1, ■ . . ^,) " 



alle 9> durch '^ 

'^(3:„Xt,...x„) = 



Alsdann entsteht ein System von q Qleichnngen für g Fank- 
tionen g: 

y=l..,i> 

mit den Aufai^bedingtingen 

ga u~f{xt, ...x„), a = l...q 
für ^ >• Oq, das jedeniallB nichts mehr als ein LösimgssTstem 
von der Terlaugten Beschaffenheit besitzen kann. 
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Da nun sowohl die Diffierentialgleicliuiigen als die Anfangs- 
bediagtmgen Mr die g in diesen BynunetriBcli siud, müssen alle ^ 
— wenn sie überhaupt existieren — einander gleich sein. 
Setzen wir daher 

80 geht das System über in die eine Gleichung für g: 

§l;-H^.,^,...^,t,t,-t)[a2si;+^]- 

mit der Anfangsbedingung: 

t = il>{x^...x„) für Xa = ao. 
Die Existenz einer solchen Lösung ist aber in der Torigen 
Nmnmer und damit auch das Theorem dieser Nummer er- 



865. Die allgemeine Gleiolumg erster Ordnong. 
gilt das Theorem: 

SatB V, Geg^>m sei die Diffm'entialgleichm^ 

,,, de -/ de 8e\ 

(1) ^ = /^(^'^'-=^'^'?^'".-3FJ 

und die Änfangsbedif^ng: 

(2) « = «0— qo(a:,, ...x„) für x^^^a^. 

Für 

fl;, = flj, a^ = dj, ... a^ = «n 
werde 

a«„ He. 

In der Umgebung der Stelle 

sei (p, in der XJm^dnmg der Stdle 



sei f eine reguläre analytische Fufiiction ihrer sämtlichen Argu- 
menie, wmn diese als lauter unabhängige Veränderliche aiuf- 
gefafst tcerden. Alsdann giebt es eine tmd nur eine, in der 
Umgämng der Stelle 
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reguläre tmaltftiscM Funküon e von ss^, x^, ...x», die sowoH 
die DifferenHalgleiehung (äs die Anfangsbedingung erßlit. 

Zorn Beveise enetzen wir die Oleidmng (1) durch ein 
line&reH System. Setzt mau zaaäabat 

ii--P, (1-1,2....) 

und betraclitet diese pi als neue Teräaderliche, ao tritt an Stelle 
der einen Gleichong (1) ein System von n + 1 Oleichnngen : 

('•> S -/■(»!.. '».■■••*"''A.--ft).£;-J'" (»-1,2-«) 

in n + 1 Unbekannten ii,Pi,...pn mit den »+1 An&ngs- 
bedinftnngen : 

gip (IB, . . . « ) 

(2a) B = go-ip(Xi,...Xn), pi=Pi'' = —g^^ ' 

fOr a^— Ofl. 

Das System (la) ist bereite linear, aber nicht irie in 
Nr. 854 nach den Ableitongen der Unbekannten nach x^ anf- 
geVöat. Um dies zu erreichen, differentiieren wir die erste 
dleichnng nach Xi. Setzen wir zur Abkürzung: 

/■(«o, 3:,, . . . X,, e,Pi, ...pn)~f, §f^ + ^Pi = Pio- 



so werden f, Pj,, Pz analytische Funktionen der x, e, p, die 
in der Umgebung der Stelle 

3=0= «0, ...*» = o«, B = e, p, = Ci, . . . p„ = c« 
regulär sind. Zugleich wird: 

daitdx^ "" ga^' 

Die Differeaitiation der ersten Gleichung (la) nach Xi 
liefert also zusammen mit dieser Gleichung selbst das System 

mit den An&i^bedinguDgeQ (2a). Hierauf ist nun das 
Theorem der vorigen Nummer anwendbar. Es giebt also ein 
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und nur ein System von analytischen FnnMionen (e, p„ 
Pj, ...j}n), das sich in der Umgebung der Stelle 

regulär verhalt und die Gleichungen (Ib) und die in (2&) an- 
gegebenen An&ngsbedingungen erfttllt. Denkt man sich diesea 
System in die erste Gleichung (Ib) eingesetzt, so entsteht 
eine Identität in sSmtlioheii x, welche, nach xi ditferentiiert, 
uns liefert: _ 

Diese Gleichtue; besteht identisch für uitser LöBungssystem 
Yon (Ib). Eb folgt daraus durch Integration nach Xg, dsb 
das LÖBungssystem die Gleichungen erßillt: 

wo X eine unbekannte, aber von x,, anabhängige Funktion be- 
deatet. Für Xg = Og wird aber, da das LSsougssystem die 
Anfangsbedingung (2 a) erftlllt, 

8« H 
j 1-1. L 8«! " 3a!, 

und zugleich auch 

Pi = -^- 

Also ist]; für Xg= Kg gleich 0, identisch für alle a;^,^,,...^^. Da 
aber x von x^ frei ist, ist es Überhaupt identisch nuU. Also erfüllt 
unser Lösungssystem identisch für alle Xq, x,,...Xr die Glei- 
chungen ^^ 

Das gefundene e genügt abo sowohl der Differentialgleichung (1) 
als der An&ngabediitgang (2), und unser Satz ist bewiesen. 
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Partielle Differentialgleichangen höherer Ordntmg. 



% 1. Konge-Ampdreselie CHeiehnngen. 

866. TrsgeBtellniig, Die Anal^is besitzt noch keine 
allgemeine Methode znr Integration der partiellen Differentiol- 
gleichtmgeu, welche von höherer als der ersten Ordnung sind. 
Es giebt indessen einige Methoden, welche in gewissen FiUlen 
Kun Ziele f&bren, nnd in dieser Beziehung tritt tot allem die 
Klasse der Gleichungen zweiter Ordnni^ mit zwei unab- 
hängigen Variabelen hervor, welche zum ersten Male von 
Monge untersucht nnd sodann Ton Ampere wieder auf- 
genommen wurde in einer Abhandlung, welche im Journal 
de l'^&cde Pdlytedmigtie (Gah. 17 und 18) enthalten ist. Die 
Kesnltate, zn denen dieselben gelangt sind, glauben wir hier 
noch mitteilen zu müssen. 

Indem die Yariabelen durch x, y, e dai^eetellt sind, 
setzen wir: 

de =pdx + qdy, dp = rdx + sdy, dq = sdx + tdy. 

Wir bezeichnen nun mit u und v zwei gegebene Funk- 
tionen von X, y, e, p, q, i^mlich 

« = /■(«. y.^.ii, 2), v = fi{x,y,z,p,q), 

und betrachten die Oleichung erster Ordnung: 

(1) *(»,.) -0, 

in welcher ^ eine willkürhche Funktion bedeutet. Indem 
man ebenso wie in Nr. 88 rerfahrt, kann man diese willkür- 
liche Funktion eliminieren und also eine partielle DifFerential- 
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gleichniig zweiter Ordunng bildeiL Denn es ergeben die 
Differentiationen nach x und nach y bezüglich: 

and indem man die Verl^tnisee der Ableitungen ^. -^ 
hieraus eliminiert, erhält mau eine Gleichnng von der Form: 
(2) Hr+2Ks-\-IJt + M+ N(rt - s») = 0, 

in weichet H, K, L, M, N gegebene Funktionen von x, y, 
z, p, q sind. 

Die Oleichnng (1), ans welcher wir die Gleichung (2) ge- 
wonnen haben, kann auch in der Form 

dargestellt werden, wobei fp eine willkürliche Funktion tod u 
bezeichnet; sie heifat ein intermediäres Integral der Gleichung (2), 
und dae Problem der Integration der Gleichong (2) ist dann 
auf die Integration der Gleichung (1) zurflckgeführt. 

Wir nehmen nur an, dals H, K, L, M, N in der Glei- 
chung (2) gegebene Funktionen von x, y, z, p, q bezeichnen. 
Es kann der Umstand eintreten, dafs diese Gleichimg (2) kein 
intermediäres Integral besitzt. Existiert aber ein solches Inte- 
gral, so läfet sich dasselbe folgendermafsen bestimmen. 

857. TTmformTing des Integrationaproblems. Wir fuhren 
mit Ampfere eine Funktion von x und y ein, die zunächst 
noch unbestimmt ist und die wir mit a bezeichnen werden; 
y labt sich als eine Funktion von x und a betrachten, und 
folghch werden auch s, p, q Funktionen von x und a. Xach 
den fOr die Änderung der unabluingigen Yariabelen geltenden 
Formeln wird: 



(4) 
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Die Elimination Ton s and t zwiachen deo drei letzten 
C^leichongen (4) giebt zonächst: 



(6) 






ferner hat man ebeu&lls nach den Qleichnngen (4): 



(6) 
also: 



8j 



3« 






S!e~^8x8xfW' 



. (^)'-i- l?Zj.ii^ 



SnbBÜtnieren wir nun in die QleiGbang (2) die Werte 
Ton r, s, t, rt — s* ans den Oleichnngen (6) nnd (7), so folgt:' 



(8) $ + D-g--0, 

wemi man zur Abkürzung setzt; 



(8) 



t^-^(i)-^^u+^+^(i+ii)- 



Wir TerfSgen jetzt über die unbekannte Funktion von x 
und «, welcbe y definiert, derart, dab = wird; die Glei- 
chnng (8) reduziert sich alsdann anf $ = 0; mithin ist das 
Problem darauf zurückgeführt, vier Funktionen y, e, p, q von x 
nnd a zu finden, welche den beiden Gleiehmigen (3) genügen, 
femer der Qleichmig (5), and endlich den beiden Öleichungen: 

9R = 0, D = 0. 
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Wenn man in der zweiten Gleichung (9) an Stelle von 
^ und ^ ihre Werte auB den Gleichungen (4) einsetzt, so 

folgt: 

D = {S+ m) gl) - 2(K-Ns)^+iL + Nr), 

und folglieh ergebt die Gleichung D = 0; 



d9 K -Ns±yiK~Ns)'-{H+m)(L + Nr) 

oder wenn man zur Abkürzung 

(10) G = E^-HL + MN 

setzt und die Gleichni^ (2) beachtet: 

di, K-N$±yQ 



Hieraus folgt: 



dx H+ Nt 

-^ll + *{" + 'lf)-s±v'e 

oder, indem man wieder -^ an Stelle von s + (^ einführt: 

(11) S?|+Jf||-2i:T/S-0. 

Die Gleichung ^ — wird, wenn man B^ durch seinen 
Wert ans der Gleichung (11) ersetzt: 

(12) S^£ + (KT VG)^ + M=0. 

Wenn S und N nicht null ist, so kann die Gleichung (12) 
auch durch die folgende ersetzt werden: 

(13) jf|f-(jrq:ye)?|+i-o, 

welche man durch Elimination von ^ aus den beiden vorigen 
erhält. 

8S8. Bediugang für die AosfälixbaTkelt dw Integration. 
Die Einführung der Yariabelen u hat den Zweck, die Er- 
zeugung einer durch die partielle Differentialgleichung dar- 
gestellten Fläche vermittelst eines Systemee von Kurven zur 
Evidenz zu brii^u. Dieser Parameter a ist konstant für 
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eine erzeugende Kurve, längs welcher y tind s Funktionen von x 
allein sind, and folglicli ist für Bolch eine Karve da gleich 
nnll. Die Oleichni^en (11) oud (12), welche für diese Kurve 
gelten, können also folgendermaläen geschrieben werden: 

IEdy + Ndq - (K± /G) dx =. 0, 
Sdp + (i: q: yä) dq + Mdx = 0, 
de — pdx — qdy = 0. 

Die Methode der Integration, welche wir im Auge haben, 
führt nnr in dem F^e zum Ziel, wo man eine Funktion F 
der Größen x, y, z, p, q bestimmen kann, deren totales 
Differential auf Grund der drei Gleichungen (14) null wird. 
Nun ist: 

JTT- 2^j , ^T', , dVj , SV, , ^F, 

^^=8i^'= + &g'^y + S7'^' + S^^^ + d^^^-^ 
wir eliminieren dp, dq, de zwischen den Gleichungen (14) und 
der Gleichung dV=^0, und setzen die Koeffizienten der nach- 
bleibenden Differentiale dx und dy gleich null, so folgt: 

oder durch Elimination von ^— ; 
Sq 

C:6) B|r+(Ä±,/s)g'+taj,+(i±/o)ä]|?-jif|^_o. 

Die beiden Gleichungen (15) reduzieren sich auf eine 
einzige, wenn N = ist; in diesem Falle tritt die Glei- 
chung (16) an die Stelle von einer derselben. 

Die Funktion V mufo also zugleich zwei partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung genügen. Umgekehrt lälst 
sich leicht beweisen, daJÄ, wenn eine Funktion V existiert, 
welche die Gleichungen (15) und folglieh auch die Gleichung (16) 
erfüllt, dieselbe auch der ursprüi^lichen partiellen Differential- 
gleichung genügt, wenn man 
(17) dF=0 oder F=coDst 
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setzt. Denn die G^leichang (17) ergiebt durch Differeatiatioii 
nacbi X und y: 

Berechnet man hieraus die Werte Ton g— und -k~i um 
sie in die Gleichung (15) einzuführen, von denen wir annahmen, 
däJs sie identisch erfüllt sind, so folgt: 

"'""^07 = 

dp' 

(L + Nr){3+ Ni) - (K- Nsy+ G = 0, 

Sr + 2Ks + Lt + M + if(ri - s») =0. 

869. DrurohfQIunmg der Integration in einem besonderen 
Falle. Wir nehmen demnach au, dafs die Gleichungen (15) 
eine gemeinsame LSsung besitzen. KnthSlt diese Lösung eine 
willkürliche Funktion, so hefert sie ein intennediäres Integral 
der ursprüngUchen Gleichung. Diese Annahme wird erfüllt 
sein, wenn man zwei Punktionen m und v von x, y, s, p, q 
finden kann, deren Differentiale vermöge der Gleichungen (14) 
null werden; denn es ist evident, dafs dann dieselbe Eigenschaft 
auch der Funktion 3'(m, v) zukommt, was auch immer die 
Funktion sein m^; man genügt folghch den Gleichungen (15), 
indem mau V= $(u, v) annimmt, und hat sonach das inter- 
mediäre Integral 

<S(m, v)'= oder v = g)(M); 
f) bezeichnet wie eine willkürliche Funktion. Die Er- 
zeagende der durch dieses Integral dai^^tellten Fläche ist 
definiert darch die beiden Gleichnngen 

u = a, v = fp(a), 
wobei « ein variabeler Parameter ist. 
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Es bleibt nim noch eine partielle Differeutiidf^eiclinng 
erster Ordnung zn integrieren. Wenn aber die mit G be- 
zeichnete OrSlÄe nicht null ist, so kann nnaere Methode uns 
zwei intermediäre Integrale liefern: 

indem man die Wurzel y^ nacheinander mit dem poBitiven 
and mit dem negativen Zeichen nimmt Dann hängt die Be- 
BÜmmong von z aar von der Integration einer totalen DifTe- 
rential^eibhnng 

dB='pdx + qdy 

ab, indem p ond q bestimmte Funktionen von x, y, e aof 
Gnind der beiden intermediären Integrale sind, um diese 
letzte Rechnung aii§znfG}iren, kann man als unabhängige 
Tariabele die GrÖJaen wählen, von denen die willkürliehen 
Funktionen abhängen. 

860. Verallgemeinernngen. Die rorstehende Methode 
labt sich ohne Schwierigkeiten auf alle partiellen DifFerential- 
gleichnngen zweiter Ordnung ausdehnen, welche intermediäre 
Int^p^e zulassen. Handelt es sich aber dabei um eine Glei- 
chung, welche nicht die Form hat, welche wir voraassetzten, 
Bo enthalten die entsprechenden Gleichungen wie (14), auf 
welche die Methode führt, noch die Ableitungen r, s, t; man 
mnb denselben dann noch die beiden Gleichungen 

dp = rdx -f säy, dq = sdx + tdy 
hinzufügen. Die weitere Kechnnng bleibt mit einigen Kom- 
plikationen die nämliche; wir können indessen bei diesem 
Gegenstande nicht verweilen. 

861. Geometzisohe Interpretationen. Eine Flächenfunilie, 
bei welcher sich jede Fläche aus einlach unendlich vielen 
Kurven eines zweifach unendlichen Systemes zusammensetzt, 
ist durch eine lineare partielle Differentialgleichung erst&- 
Ordnung charakterisiert; eine FlädienfamUie dagegen, bei 
welcher jede Fläche das ümhüllungsgebilde eines einfach 
unendlichen Flächensystemes bildet, das aus einem zweifach 
unendlichen beliebig herausgegriffen wird, hängt von einer 
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ni(M linearen partiellen DifiFerentialgleichimg erster Ordnung 
ab. Wir wollen zeigen, irie man dorch Erweiterong dieser 
Sätze zn gewisBea partiellen Differential^eiclmngen zweiter 
Ordnung kommt. 

Es sei ein System von drei&ch anendlich vielen Banm- 
knrren, oder — wie man si^ — ein Komplex Ton Kurven, 
gegeben durch die Gleichnngen: 
(1) F{x, y, «, «1, «,, B,) = 0, ^{x, y, z, «i, a,, «,) — 0, 

in welchen a^, Og, a^ willlcUrliche Konstanten sind. Greift 
man ein einfach Tmendüches System heran«, indem man die 
willkfijKchen Qleichnngen 

einführt, so entsteht eine Fläche. Ihre partiellen Ableitungen ;>, g 
sind dnrch die Gtleichnngen bestimmt: 



dF , dF^ _8F da^ ^ i 3* _ 3* ^ 



also ist: 






a« ■ 'S« aj?" , 5F a* , a 



oder: 

,~ (dF d* dF a*\ , (dFz^ dF a*\ /gF a* 9j;a#\ 

•^"^J laa; dy dy dx)'^^\di dy dy d'J'^^Kdx ge 3* 3«^ 

Die Gleichungen (1) und (2) enthalten die wiUkürUchen 
Grölken o,, «,, «e,, nicht aber die Ableitungen derselben; 
sehreibt man die Gleichung (2) in der Form: 

(3) Z-^-pX + qY^O, 

so ist sie eine linear« partielle Differentialgleichang erster 
Ordnung. Man kann darin zwei der Konstanten vermittelat 
der Gleichungen (1) eliminieren; alsdann enthält die Gleichung 
noch eine willkürliche Konstante, und also ist die FUcben- 
funilie auf drei rerschiedene Weisen durch eine partielle 
Differentia^leidiung erster Ordnung, welche noch eine will- 

Sarrat, mit- n-InUgnl-SMlmanK. ULI. Aufl. 2& 



^dbvGoo^^lc 



kflrliclte Eoutante enthält, cbanikterisierbar. Man bilde nun 
weiter durch partielle DifFerentiation nach x und nach y: 

nnd ersetze -^ : -^ durch seinen Wert ans der obigen Glei- 
chong, so wird: 



Schreibt man diese Gleichung in der Form: 

ä + tX + sT C^ 
B + aX + tT'^ D' 
BO ist 

(4) {AD - BC) + rXD + 8(YD -XC)-t¥C = 0, 

and dies ist die Form der linearen partiellen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, auf welche jede F^he des be- 
trachteten Systemes führt, wenn man hier noch die eine will- 
kürliche GrÖlae sc, rermittelst der Qleichm^ (3) eUminiert. 
Zwischen den Koeffizienten von r, s, t besteht die Beziehung, 

^'^^ - iXYCD « {TD - ZCO* 

ist, denn es ist wegen (3): 

dF„ 

J7^ 



^z=o. 



Die FVU^ienfamüie ist also dtarajcterisiert dv/rch eine lineare 
patüdle Diffh-eniialgleichimg eweiter Ordmmg von der Ffrnn: 

Er + 2Ks + U + Jlf -= 0, 

Mi wdcher HL —• K*=0 ist; wobei diese Glmckimg drei erste 
Integrale mit je einer vnlUciirlichen Konstant&i, oder, da ewisdien 
den wUPdirlichen Konstanten zwei willkürliche F^inktionen ein- 
geführt werden können, zwei irUermediäre Integrale besitzt. 
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Es werde ferner ein dreifacli imendUchea System Ton 
Fachen betrachtet: 

(1) g = F(x,y, «1, «s, oj), 

and ans demselben Termittelst zweier willkürlicber Funktionen: 

9{<hy oj, og) = 0, ^(«1, 0^, «s) = 
ein einfach tmendlichcB System hcraiugelioben. Jede Ein- 
bullende eines solchen Systemes gehört einer Flächenfamilie an, 
deren partielle Differential^eichiug ermittelt werden sollj es ist: 

and da für die einhüllende Fläche auch 



wird, so ist 

/o\ ^F dF 

(2) P = -^' 2 = ^- 

Da man aus den Gleichungen (1) und (2) zwei will- 
kBrliche Konstanten eliminieren kann, so sieht man, da&i die 
Flächeniamilie auf drei verschiedene Weisen durch eine partielle 
Differentiftlgleichung erster Ordnung charakterisiert werden 
kann, in welcher eine willkürliahe Konstante vorkommt. Es 
ist nun weiter, wenn man zur Tereioiachung fQr 04 immer a 
schreibt: 

3VF ^VF9o . d*F d'F du 



B = 


'Sx»y'^ 


dadiedy 


dxdy + »udn dx' 




vdA weil femer 












[ = und 


f^ + WH' 


-0, 


BO wird: 


(- 


■©=- 


d'Fß«\' 






(- 


'jirsl~- 


'a.'axa,' 






('- 


■W-)=- 


-sa" 
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oder 

(3)'l^-^»S+'S-("-'")-[0l^-(S)']-«- 

Schreibt mao diese Gleichnng in der Form: 
Hr-\-2K$ + Lt + M-\- N{rt - s»J = 0, 
indem mm sich aiu den Gleichnngeu (1), (2), (3) die will- 
kQrlichen Eonstantea eliminiert denkt, so ist: 



dy' dxdy 3«* Idx' gy" \dxdv) J 
"^"^ G^S^-{SL-MN) = 0. 

Die bekatJUete FläcAenfamHie hängt ab von einer parttdim 
Bifferentialgleiel^ng eweiter Ordnung, wdche nicht mehr Imear 
ist, sondern das Olied rt ~ s* enthalten muß. Zwischen den 
Koeffieienten dersäben besteht die Bdation G = 0, und sie 
besitzt drei erste Ivtegrtäe mit je einer uiiäkürlichen Konstanten 
oder ztm tniermedtiMV Integrale. 

Dais nun auch umgekehrt eine Differentitilgleichang, 
welche diese Eigenschaften hat, auf eine solche Fläohentamilie 
fahrt, ist aas den ohen entwickelten lutegrationsmethoden 
leicht zu beweisen. 

§ 2. Anwendongen. 
862. Die sohwingende Saite. Ss soll die Gleichung der 
schteingenden Saite 



itUegriert werden, teobei a eine Konstante ist. 
Hier ist 

fl=.l, X = 0, L a\ M = 0, N=0, }/G = a 

Die Gleichangen (14) der Nr. 858 ergeben: 

dy T- adx = 0, dp'^ adq = 0, 

also -^ , ^ 

y^ax = const, p 1^ ag = const; 
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man hat folglicb. zwei intermediäro Integrale, die man in der 
Form Bchreiben kann: 

p + aq = 2aqi'(jf + ax), p — aq = — 2ail>'(jf — ax); 

tp tmd p sind willkürliche Funktionen, deren Ableitongen q/' 
und i>' sind. Hierans folgt: 

p =. 09>'(y + ax) — af'(i/ — ax), 

ferner: 

äe = qo'(y + ax) {dy + adx) + i/''(p — ax) {äff — adx) 
nnd BChlielsliGh 

^ = 9{y + «») + ^(y — ««)) 
es ist onuStig, hier noch eine willkürliche Konstante hinzu- 
snfOgen, weil 9 und ^ willkürliche Funktionen sind. 

B68. Direkte Integratton derselben Qlelohung. Die 
Gleichung ,. _ 

kann man auch unmittelbar integrieren, ohne dab man dabei 
auf die al%emeine Theorie dea vor^en Far^p%phen znrück- 
gehi £s genü^, 

y + ax = tt, y~ax~ß 
zu setzen nnd a nnd ß als neue Yariabele einzuführen. Dann 
"*■ fdi de\ de , dt 

Die orsprüngliche Differentialgleichnng wird demnach: 

^^ = oder -j^ = 0, 
hieraus folgt: 
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■wobei i/(fi) die Ableitung einer willkürliche FonlÜoii ii(ß) 
iet Eine zweite Integration ergiebt: 

wobei <p eine zweite willkOrlidie Fonktion ist; dies ist das B«- 
Boltat, anf welches aach nnaere allgemeine Methode gefOhrt hat. 

664, Die abwickelbaren Tl&ohen. Es soU die parUeUe 
DifferetitialglädmMg 

r( — s* = 

inteffriart werden, todehe den deodoppabden Flächen angehört 
(Nr. 362). 

Die Gleichungen (15) der Kr. 868 reduzieren sich hier auf: 

Um die erste zu integrieren, mala man y, p, q als 
Konstanten ansehen, bei der Integration der zweiten hat man 
x, p, q als Konstuiten zu betrachten. Also hat man fOr die 
erste Gleichnng 

F-= einer Funktion von e —px, y, p, q, 
und für die zweite 

F= einer Funktion von e — qy, x, p, q; 
man erhält also eine gemeinsame LSanng der beiden Glei- 
chongen, wenn man 

r= 0ie — px - qy, p, q) 
se^; und man genügt der ursprünglichen partiellen Diffe- 
rentialgleichung, wenn man diesen Wert von V null setzt. 
Demnach hat man zwei intermediäre Integrale der Gtlei- 

"''"'^ rt-s'-O, 

nämlich: , . ,, . 

wobei ip und ^ willkürliche Funktionen sind. Man male aber 
bemerken, dafs in dem rorliegoiden Falle auch eine Lösnng 
existiert, welche eine willkürliche Funktion von zwei Ghröfsen 
entl^t, nSmlich: 

g-px~qy=^ V{p, q). 
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Um die Integration zn vollenden, hat man die Oleichnog 
cle=pdx + qdy 
mit den intermediären Int^p^en zu Terbioden; dieselben 
ei^eben dorcb Differentiation: 

dq — <p'(fi)dp, xdp + ifdq + i''(p)dp = 0, 
also wird doroh Elimination von dq: 

Das gesncbte Int^p^ folgt also aas der Elimination 
Ton p zwiacben den beiden Qleicbongen 

e =px + yq>(p) + p{p), = x + yp'ip) + i>'(p). 

Man erhält demnacb die einhüllende Fläche einer be- 
weglichen Ebene. 

866. Drittes Beispiel. JEs soÜett die Flächen bestimmt 
werden, bei amen das eine System der &ümmungsha-ven in 
paraHden Ebenen gdegen ist. 

Indem wir x, y, ss als rechtwinklige Koordinaten und die 
zur Ebene xs parallelen Ebenen ab Ebmien der Erfimmnngs- 
knrren annehmen, wird die partielle Differentialgleichong der 
gesuchten Flächen (Nr. 320): 

j)2r-(l+i)»)s = 0. 

^''^'' S=pq, 2Z = -(l+n 

L = 0, Jf-0, N^O, /G=.li^'. 

Die CHeichnogen (14) in Nr. 85S werden also, wenn man 
YG das Zeichen + giebt: 

dy = 0, pqdp-il+i^dq'^O, 
nnd wenn man "/^ mit dem Zeichen — nimmt: 
pqdy + (1 + p')dx = 0, dp = 0. 
Wir betrachten znnSchst das erste System; es ist y^const, 



femer: 



pdp dq 



= 0, also ^_ . = consL 
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Mm bekommt also das inteimediäre Int^ral 

fl-yi+iiVC»), 

Tobei ip'(if) die Ableitnng einer willkürlichen Funktion ip(^) ist 
Die Gleichungen des zweiten Systeme» sind, weil 
äe '^pdx + qdy 
'**■ pdt + dx = 0, dp-~0, 

pe + x = const und p =b oonst, 

and folglich wird 

X'~-pe+ V(p) 

das zweite iatermediäre Integral, in dem W eine willkOrliche 
Fanktion ist. Es bleibt also die Gleichung 

de=päx + qdy 
za integrieren; za dem Zwecke wählen wir y und q als die 
anabhängigen Yariabelen. Das zweite Integral eigiebt: 
dx= -pde — edp + W'(p)dp. 
Indem man diesen Wert von dx and ebenso den Wert 
Tou dq ans dem ersten Integral substitoiert, erhält man: 

VTTF'd' + ^S^, - ^J=-. V(jp)dp + <p'(^)dy. 

Die beiden Seiten dieser Qleichnng sind exakte Differentiale, 
ond da 

/"-T^:-- v'(p)dp - ^^= vcp) - /Vo)^=ä?= 



1+pV 
ist, so wird, wenn man zu* Beseitigtmg des lnt«gnilzeiohe&B 

setzt, wobei ^(j)) eine neue wiUliürliclie Fimittiou ist; 

'■yi+p' — yyr+jvw ■\-yi+p'*(p) + »w. 

Zugleich belcommt das zweite intermediäre Integral die 

x + pi — -(l+p')ii'(p)+pt(p), 
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und die Gleichimg der gesuchten Flächm ist das Besaltat der 
!E!liininatioii von p zwiscli^] den beiden vorigen Oleichungen. 
Setzt man: 

eo kann das System dieser beiden Öleichongen dorch 

7=0, f-0 

ersetzt werden. Die Flächen, zu denen diese Qleichnngen 

gehören, besitzen Knrren von Nabelpnnbten (Nr. 816), die 
dnrch die Qleichnng 

t j_ 

bestimmt sind. 

866. Die HlnlmatflEohen. In Nr. 98 haben wir die 
Transformation von Legendre kennen gelernt; sie ist bei 
Integrationspfoblemen oftmals von Nutzen, nnd dafür wollen 
wir hier ein Beispiel geben. 

Aufgabe, Es soU die aJlgemeine Gleichung der Flächen 
iestimmt werden, hei denen in federn Pu*Me die HaiwptlirümmwngS' 
radien gleich und enigegengesdzt gerichtet sind. 

Für diese FUtchen ist also die mittlere KrQmmnng allent- 
holben gleich ntdl (Nr. 308); sie heilsen Minimdlflächen. Ihre 
partielle Differentialgleichung ist nach Nr. 317: 

(1) (1 + q')r - 2pi3 + (1 +p^)t ~ 0. 

Wendet man die Transformation von Legendre an, 
indem man 

(2) u=pz + qy~'e, 
also 

setzt ond p nnd q als auabhäDgige Yariabele einfahrt, so 
wird die Gleichung (1): 

Die Oleiohnngen (3) liefern: 

2'« dx 8*w das dy d^ dy 
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folglicli kann die Gleichung (4) in jeder der beiden 
t Foimen geBchrieben werden: 

(! + ?•) ll + Zpäg + d+i'')?!-»- 
Indem man die erste dieser Gleiohaugeu nach p und die 
zweite nach i differentiiert, erhält man zwei nene Oleichungen, 
welche sich aus der folgenden: 

(5) (1 + «')|^+ 2ps|f,+ (1 +"■)£?+ 2!|f+ äi-lf-O 
ableiten lassen, wenn man hier einmal U^x nnd das andere 
Mal ü — y setzt. Und wenn man w durch px + qy — g in der 
G-leichung (4) ersetzt und das eben gefundene Reenltat beachtet, 
so erkennt man, dals die Oleichnng (6) anch f(ir U='B erfüllt 
ist. Demmach genfigen die drei Koordinaten x, jf, e, betrachtet 
als Funktionen von p und q, der nämlichen partiellen Diffe- 
rentialgleichnng zweiter Ordnung. 

Die Methode der Nr. 858 ist auf diese Qleichong (5) nicht 
anwendbar; indessen werden die Gleichungen (lö) in jener 
Kammer, Qbertragen aof die gegenwärtigen Bezeichnungen, 
durch eine Funktion V der beiden Variabelen p und q erfüllt, 
und indem man diese Funktion gleich einer willkürlichen 
Konstanten a setzt, erhält man ein partikulares Integral der 
Gleichnng (5). Das i^Lmlidie Integral kann man auch ans 
der ersten der Gleichungen (14) in Nr. 858 erhalten, i^mlich: 

(1 +j,')~fM±>/-l-y'-7')|f-0. 
Diese Gleichung ergiebt durch totale Differentiation nach 
q und Einsetzung von ^: 

^ = 0, also — = const. 

Wir bezeichnen die Konstante mit a oder ß, je nachdem 
die Wurzel Y— 1 ~~p*— q^ mit dem einen oder dem anderen 
Vorzeichen genommen wird; also ist: 



,„, jH-J)'= a(pq+y-i-p'-q'), 
(0) t , 
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Da die Gleiolmng (6) erfQllt ist, wenn man TJ den Wert 
von a oder von ß beilegt, so ist evident, dafs Bich dieselbe 
vereiulacht, indem man « nnd ß als tmabliängige Yariabele 
an Stelle von p nnd q einfQbrL Eb folgt ans den Glei- 
cbni^en (6): 

p~ai-\-y~\-a\ p-ßq + V-l-ß\ 
also: 

tti/_l_fl«_«i/_l-<i.« V-i-fl'-V-i-«* 

p — ~ — '^^-7 . ' ^=- — -^ — ' 

vind man findet, äsSa Bich die Ctleichong (5) auf 
redoziert, deren Int^ial 

u- *w + v(ß) 

ist, wobei <P und W willkürliche Fonktiouen sind. Man kann 
also Bcbreiben: 

^ = 1^ = ?''(«) + ^'W- 

wobei (p und ^ willkürliche Fonktionen Bind. Unter der 
Annahme q ^ const hat man: 

dp = qda + dy~i-c^=qdß + d/- 1 - /S», 
alBO ist: 

^äp^q[<p'ia)da+il/(fi)dß] + 'p'(.'')dV^T^'+ii>'(ß)dy-l-ß* 

nnd 



*^q[ip{a) + t(ß)] + y'(«)/-l-««+ t'(^)V^ 



- JY- 1 - a»9)"(a)da - /y^ 



- 1 - «»9."(«)d« -J y-l-^V(^W + 2(ff), 
A 

wobei xC^) B)^^ bestimmte Fonktion von q iBt. Differentüert 
man nach q, so folgt: 

and es ist, wemi j) konstant ist: 
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— «dg + qdtt + dy~l-a'—ßdq + qdß + dY-l-ß*, 
also: 

y - [■?(«) - «<p'(«)] + [*(/>) - ^^' W] + x'ii)- 

Da aber y von der Form 9{a)+ V(ß) iat, so mußi x'(s) 
eine Eonsttmte aeiu; man kann dieselbe mit den willkürlicben 
Funktionen 9) nnd ^ vereinigen, also x'ii) ^^^ setzen. 
Folf^cb ist: 

y = [9(«) - «y'C«)] + [Hß) - ß^'{ß)l 

Da die Funktion x{9) konstant ist, so mkt sie sich mit 
den Integralen zosammenzieben, welche in dem obigen Werte 
Ton u auftreten, nnd deren untere Grenzen willkürlich sind. 
Ans diesem Werte von u folgt der Wert von E nach der 
Oleichung (3), nämlich: 

Demnach gebt das lateral der arsprflnglichea Differential- 
gleichung auB der Elimination von a und ß zwischen den drei 
Qleicbnngen hervor: 

x~v'i«) + i>'(.ß), 

y - y(«) - ay'(B) + ^(,)) - ß^*{ß), 



(7) 



=Jy-\-a\"iu)da +Jy~ 1 - ß'i>"(ß)dß, 



wobei g> und ^ willkürliche Fanktionen bedeuten. Wiewobl 
diese Oleicbnngen komplexe Grdlsen eatbalten, so stellen sie 
doch auch unendlich viele reelle Flächen dar. 

% 3. Lineare OleidraDgen. 

867. Uneare Qleichnngen mit konstanten Koeffizienten. 
Wir betrachten eine partielle Differentialgleichung iigendwelcher 
Ordnung mit einer beliebigen Anzahl von unabhängigen 
Yariabelen, die aber in Bezug auf die unbekannte Funktion tind 
ihre partiellen Ableitungcai linear ist. 

Es ist evident, dals man, wenn diese Gleichung ein jnmtes 
Glied enthält, nur eine partikulare LSsung der Gleichung zu 
kennen braucht, um dieses zweite Glied verschwinden zu lassen. 
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Hat die Toi^elegte Gleiclmng kein zweitoB Qlied, bo 
besitzt sie zwei Eigenachaften, die wir fQr den Fall der 
gewöhnliclien linearen Differentialgleichung in der Nr. 767 
festgeBtellt liabeu, nämlich erstens: kennt man eiae Funktion, 
die der partiellm Qleichong gen&gt, so erhält man eine 
allgemeinere LSgnng, wenn man diese Funktion mit einer will- 
kürlichen Konstante multipliziert; zweitens: wenn gegebene 
Funktionen in irgendwelcher Anzahl die Gleichtue beiriedigen, 
so genügt ihr auch die Snmme dieser Funktionen. 

Wenn es sich nm eine lineare partielle Differential- 
gleichung ohne zweites Glied handelt, deren Koeffizienten 
konstant sind, so liefern die genannten Eigenschaften eine 
LSsnng der Differentialgleichung, welche so viele willkürliche 
Konstanten enthält, als man nur will; bisweilen führen sie 
auch zn einer Lösung, welche willkürliche Funktionen enthält. 
Um dies zu zeigen, betrachten wir den Fall zweier unabhäng^er 
Yeiiabelen x und y; doch lälst sich unsere Untersnchnng auch 
bei beliebig vielen Veränderlichen durchführen. 

Die lineare partielle DifFerentialgleiehung sei: 

ihre Ordnung sei n und ihre Koeffizienten konstant Wir 
ersetzen ss durch (f'+Pr, so wird das Resultat dieser Substitution 
0"+fyf(^tt, ß), wenn man 

/■(«, ß) = a^-\- {ha + h,ß) + (cb«» +c,aß + c,ß^ + --- 
setzt. Ist also die Gleichung 

(2) ^(«,^) = 

erfüllt, wenn man k^^Oq, ß = ßg setzt, und bezeichnet C^ 
eine willkürliche Eonstante, so wird der Gleichung (1) durch 
die Funktion 

g^iügt; und da die Gleichung (2) unendlich viele Losungen 
(m, ß) zolälst, so ist auch: 

(3) = 2C^'+Pr 

eine Lösung der Gleichtmg (1) und enthält beliebig viele Tenne. 
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868. Ittenngen mit wUIkürliob«n TonktloDen. Der Fa31, 
dafs einige der Wurzeln ß der OleichuDg (2) lineare FnnktioneD 
TOD a sind, ist besonden zu bemerken; alsdann kann man eine 
LSsong der partiellen Differentialgleichung bilden, welche eben- 
flOTiele willkttrliche Fonktionea enthält, als solche Worzeln/Ü vor- 
kommen. Denn nehmen wir an, dafs man aoe der G^leichong (2) 

ß = mtt + n 
entnehmen kmm, so giebt die Formel (3), wemi man fQr ß 
diesen Wert nimmt: 

Die Zahl der Glieder in dieser Stimme ist imbestimmt; 
die Exponenten a in denselben und die Koeffizienten C sind 
willkürlich; also ist die Snmme eine willkQrlicbe Funktion 
von e'+"c oder auch von x + my. Folglich erhält man die 

°^^^' e — e"»'*(a; + my), 

wobei «P eine willkürliche Funktion bezeichnet, wie man nun 
umgekehrt leicht verifizieren kuin. 

Hat die Oleichang (2) eine zweite Wurzel 
ß = mia + n^, 
die eine lineare Funktion von a ist, so kann man die neue 

°^^^ z = e-'f^iCa; + m^y) 

bilden, und so fort. Die Snmme dieser Lösungen, nämlich: 

m = e'f^fx + my) + c"'i'*,(a: + »»,j() + • ■ • 
ist auch noch eine Lösung der ursprüngUchen Differential- 
gleichung. 

B69. Anwendung auf die sohwlr^ende Saite. Ver- 
schiedene Fragen der mathematischen Physik föhren auf 
partielle Differentialgleichungen der hier betrachteten Art 
Bei diesen Aufgaben muTs die unbekannte Funktion überdies 
noch gewissen besonderen Anfangs- oder Grenzbedingungen 
genügen, und um die vollständige LSsang zu erbalten, mnJs man 
über die willkürlichen Elemente so verfügen können, dals die 
geforderten Bedii^ui^n erfüllt sind. Wir beschränken uns 
hier auf die Qleichong des Problemes der schwingenden Saite, 
das uns schon in den Nrn. 862 imd 863 beschäftigt hat. 
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Die Aufgabe besteht hier darin, eine Fnnktioii y der 
YarisbeleQ x und t zn finden, welche der Gleichang 

genügt nnd so besobafFen ist, dalk fQr / =3 

wird, wobei F(x) nnd f(x) gegebene Funktionen tob x sind; 
a bedeutet eine reelle Konstante. 

Indem man e"+^* für y in die Öleichnng (1) sabstitaiert, 
erhält man 

ß' - a*a* = 0, 
nnd hieraus folgt: 

ß = -\- au, ß '= — a«, 
also bat man aacli Nr. 86S : 

(3) j, =. *(3: + at) + W{x - at), 

wobei nnd ^ willkürliche Funktionen sind. Eb bleibt also 
die Bedingung für ^ = za erfüllen; mau folgert ans (3): 

(4) ll = o«'(a: + at)-a W{x - oQ, 
nnd für ^ ^ geben die Gleichnngrai (3) und (4): 

1/ = *(a:) + y(a,), ^^a0\x)-a^{x). 
Um den Qleichnngen (3) zn genügen, mafe ,man 

*(«) + Vix) = F{x), 0{x) - W{x) = \ jf{x)dx=F^{x) 
Beizen, aleo wird 

«W - i ^W + i J?,(»), W^x) - \nx) - \f,(x), 
nnd folglich ist 



_ J-(a: + af) + F(a;-nf) , .F.Ca^ + aO-F.Cx- 



Die Tollständige Lfisong des phjBikalisclien Problemea 
wird aus dieser allgemeinen Gleicbnog gewonnen, indem man 
noch die Bedingongen beachtet, doTs die schwingende Saite 
von der lÄnge l in ihren Endpunkten x = und 2 = 2 fest- 
gehalten isi 
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870. Integration dorcih xmendllohe BeUten. Die FSÜe, 
in denen man die partiellen DifFerentiiilgleicliungen von höherer 
als der ersten Ordnung Tollkommen dnrch allgemeine Fnnk- 
tiooen int^^eren kann, Bind an Zalil sehr gering, and man 
iBt daher bei den Anwendungen darauf angewiesen, die Inte- 
gration Termittelst anendlicher Reihen zn Teranchen. Aber 
aach dieses Yeriähren ist nnr hei den linearen Gleichongen 
zweckmälsig; man kann dann die Formel von Maclanrin 
oder die von Taylor wie bei den gewöhnlichen Differential- 
gleiohangen anwenden. Oftmals ist anch die Methode der 
nnbestimmten Koeffizienten vorznziehen, sie bietet eine grölsere 
Allgemeinheit, denn sie läÜBt die Entwicbelnng der Integrale 
in eine Reihe finden, welche nach Potenzen ii^end einer 
Fonktion der nnabhänglgen Yariabelen fortschreitet. 

Man kann aach das Integral der lümlichen Gleichang 
durch Terschiedene Reihen darstellen, welche sich oft noch 
durch die Zahl der willkürlichen Funktionen unterscheiden, 
Eieraus folgt, dals man nicht von vornherein die Zahl and 
Beschi^enheit der willkürlichen Funktionen angeben kann, 
welche in dem allgemeinsten Integrale einer partiellen Diffe- 
rentialgleichung höherer Ordnung auftreten. 

871. Die Gleichung der WKrmeleltang. Wir betrachten 
als Beispiel die Gleichang 

(1) W-»5?' 

die in der mathematischen Theorie der Wärmeleitong auftritt; 
a bezeichnet eine gegebene reelle Konstante. Aas der Diffe- 
rentiation nach t folgt: g 

; S'm "St |3'm 

■ ~ hai*di ™ Tic*" ™ ?5*' . 

I «^ « J <'* 8*''*. 



ond wenn man t den besonder^i Wert ^ beilegt, so bestimmen 
die Gleichungen (1) und (2) die entsprechenden Werte der auf- 
einander folgenden Ableitungen von u nach t. Aber der Wert 
Ton u bleibt eine willkürliche Funktion von x; bezeichnet man 
ilin mit F(x), so hat man nach der Formel von Taylor: 
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<'' I .•^(.-«■..... 

ein Äasdmck, der eine einzige wiHkürliolie Funktion Fljc) enthält. 
Wir wollen ntm u nadi aufsteigenden Potenzen von x — x^ 
entwickeln, wobei x^ eine willkQrlich gewählte, bestimmte 
Gröfee ist. Die Gleichung (1) ei^ebt: 
,., 9*« 1 du 

ferner; 



Die Werte von w and -J^j welche za x = Xa gehören, 
bleiben hier wiUkttrUche Funktionen von t; bezeichnet man 
sie mit q>(t) und i>{t), so bestimmen die vorstehenden Glei- 
chungen die Ableitungen g-j» g-ji - - ■ und es wird nach der 
Formel von Taylor: 

Dieser Ausdruck von u setzt sich ans zwei versohiedenm 
Reihen zusammen nnd enÜüilt zwei willkürliche Funktionen 
ip(t) und ^(f). Indessen ist die Formel (6) nicht allgemeiner 
als die Formel (3); Foisson hat gezeigt, daTs sich die beiden 
Gleichungen ineinander überfuhren lassen, wenn man voraas- 
setzt, dals die Reihen konvei^ent sind {Theorie maihimaHque 
de la chalew, p. 137). Diese letztere Yorausaetzung ist überhaupt 
eine Annahme, welche wir über die Beschaffenheit des Integrales 
gemacht haben, dieselbe ist aber keineswegs immer erf^t tOr 
das allgemeinste Integral der Differeutialgleicbung (1). 

B«riet, Dlff.-n. Int«gi»l-a«iiliiiiiDg. UL S. Aofl. 26 
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87a. Integration dnroh bMUmmte Integrale. Anstatt 
die Integrale in Reihen zu entwickeln, kann man sie bisweilen 
auch zweckmäleig doroh beatimmte Integrale darstellen; wir 
besduänken uns dabei nur auf ein Beispiel fOr diese Methode 
imd wählen wieder die CHeichung 



Indem wir auf dieselbe die Methode der Nr. 867 anwenden, 
ergiebt die Substitution von e"*+i" ffir m: 

und fol^ch hat man als LSsung unserer Gleichung: 

M = Ce-'^'e"' + CiC-'^'e"^' + ■■■, 
welche eine anendliche Anzahl Ton willkürlichen Konstanten 
C, C„ . . . a, Oj, . . . enthält. Nun ist (Nr. 491): 



■-rJ- 



also kann man achreiben: 



-rJ- 



Die Reihe Ce"' + C^e"^' + ■ ■ ■ 

kann eine willkürliche Funktion von e' oder eine willkürliche 
Funktion von x danteilen; bezeichnet man dieselbe mit F(x), 
so wird der Wert von m: 

+' 

^(a: + 2o)V'öi)e-"'do). 



rJ'^' 



Dieser Ausdruck redimiert sich aa[F(x) fllr < = 0, er wird also mit 
der Formel (3) Nr. 871 identisch, wenn man dort <(, ™ setzt. 
Indessen mufs man bemerken, dafs die vorstehende Fonnel nur 
dann gilt, wenn F(x) so beschaffen ist, da& das Produkt e"*" F(x) 
zwischen den Grenzen — oo und + oo integrierbar ist (Nr. 469). 
Die Untersuchung, von welcher wir hier nur einen Begriff 
geben wollten, ist für die Probleme der matbematiBchen Physik 
überaus wichtig. Die besonderen Schriften hierüber, wie das Werk 
von Foisson, enthalten viele Beispiele hierzu, so dals wir es für 
überflOsBig halten, auf weitere Entwiokelnngen hier einzugehen. 
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Neuntes Kapitel. 
Variationsrechnung. 



% 1. Der einfacliste Fall. 

873. Die Angabe der TarlatloiureOhniiiig. Die Variationfi' 
reclinang ist toh BernouUi, Enler tmd Lagrange ausgebildet 
worden, mn gewisse Probleme des Mazimoma und Minimams 
von besonderer Art zn lösen; sie kann aber aach mit Erfolg 
fUr Terscbiedene andere Fragen angewandt werden. In den ge- 
nannten Problemen des Maximums und Minimums handelt es 
sich um die Bestimmung von Fmiktioaeu einer unabhängigen 
Yariabelen, ßir welche ein bestimmtes Integral, das von diesen 
Funktionen ablüitigt, ein Maximum oder Minimum wird. Wir 
geben hier als Beispiel: 

Es soU eine ä>em Kwve CMD gefimden werden, welche 
dwdt zwei gegehene I^*nkte C and D geht ttnd die Eigmsckaft 
hat, daf$ die Fläche, wdche durch den 
Sogen CD Im der JBotaUon um eine in 
der Ebene gelegene Achse erzeugt wird, ein 
Minimum ist. 

Wählt man zwei rechtwinklige Koor- 
dinatenachsen Ox, Oy, von denen die 
erste mit der Rotationsachse zusammen- 
^t, legt man femer durch die End- 
punkte CD die Ordiuaten CA, DB and setzt OA = x^ 
OS = x^, so wird die von dem Bogen CD erzeugte Fläche 
gleich 2x8, wobei S das Integral bezeichnet: 
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Eb handelt sich hier also nm das Problem: welches ist 
die Funktion von x, die man fUr y za BabBtitoier^i hat, damit 
der Wert von S ein Minimum wird? 

Anstatt die Endpnnkte C and D des gesnchtfln Bogens 
TOTzuAchreiben, kann man annehmen, dals diese Pnnkte nur 
der Bedingimg onterworfen sind, dals sie auf zwei gegebenen 
Enrren li^en mflssen; auch hier handelt es sich nm das 
Minimum des Int^p^ea S, doch sind die Grenzen x^, x^ 
nicht mehr von Tomherein ToUatändig festgelegt. 

874, Begriif der Variation. Um den Begriff der Variation 
zu erläutern, geben wir von dem einhchsten Falle aus. Cle- 
gehen sei das Integral: 

(1) S-/V(«,j,,||)&, 

in welchem V eine gegebene Funktion dreier Argumente und 
y eine Funktion von x bedeutet; F sei analytisch und regulär 
in dem Bereiche, in dem sich onsere Betrachtungen bewegen. 
Die Funktion y ist zunächst unbestimmt, wir denk«ai uns aber 
verschiedene analytische Funktionen von x eii^esetzt, die 
eben&Us regulär sind. Die Gesamtheit der Funktionen y, die 
wir ins Ange fmiaen, nennen wir den FufüttümerAereüih (y); 
natürlich beschränken wir uns durchweg auf reelle Variabele. 
Es handelt sich nun darum, unter den Werten S, welche den 
Funktionen des Bereiches (y) entsprechen, die grölsten oder 
kleinsten auszusuchen. Der Bereich ist dabei meist durch das 
Problem selbst g^eben, er muls aber im Laufe der Betrach- 
tungen in der Regel noch weiter eingeechränkt werden. 

Wir greifen jetzt eine Schar von oo^ Kurven oder Fnnk- 
ttonen heraus: y => f{x, a) mit dem kontinuierlich veränder- 
lichen Parameter a und nehmen an, dals sie ganz unserem 
Bereiche (y) angehört; f sei wieder eine reguläre analytische 
Funktion der beiden Argumenta. Die Eurvenschar definiert 
einen Bereich (oc), in welchem 8 eine Funktion 8{a) von a 
wird. Wird insbesondere S ftlr eine Funktion y = /"(«) ein 
Maximum oder Minimum im Bereiche (y), so können wir un- 
endlich viele Enrvenscharen (a) bilden: 
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(2) ) - f(x, a) - f(i) + («-«.) ,(l, «), 

deren jede für a ^ Oq die betrachtete Kurve y ^ ^(3:) ei^ebt. 
Wir nehmen an, dab alle diese Earvenscharen fttr kleine 
Werte a — a^ dem Bereiche {y) angehören, and dais ij regulär 
ist. Innerhalb jeder solchen Schar (oe) mafs non der Eorve 
y = f(x) ebenfalls der gröiste oder kleinste Wert von 8 ent- 
sprechen, d. h. es mnij die Funktion S = S{tt) fSr a = oCq ein 
Maximum oder Minimam besitzen. Demnach vird (Nr. 142) 
die nach a genommene Ableitung an der Stelle a = «„ 

wie wir auch onsere Kurrenschar (a) im Bereiche (y) aus- 
gewählt haben. Den Ausdruck S'(a(,) bezeichnen wir als die 
Variation des Integrales S, die zu der Kurve y = f(x) imd der 
betrachteten KorrenBchar gehört. Wir sehen also: 

SatB. Wenn die Funktion y = f(x) das Integral S inner- 
halb des Bereidies (y) zu einem Maximum oder Minimum macht, 
so wird die ihr entsprechende Variation S'(a^) gleich Null fia- aMe 
Kurvenscharen (a) des Bereiches (1/), die für a = a^ in die 
Kwrve y = f(x) übergehen. 

876, Daa Tariationflzeioheu S. Der Ausdruck 8' (a^) wird 
auch vielfach mit ÖS bezeichnet: 

Haben wir ganz allgemein eine Funktion u des Parameters a, 
die wir in der Umgebung des Wertes a = a^ betrachten und 
die auiserdem noch von ii^endwelchen anderen Yariaheleu 
z. B. X abhängen kann, so bezeichnet man in der Variations- 
rechnung den Wert der partiellen Ableitung nach a an der 
Stelle «==«(, mit Su: 

and nennt ihn die Variation von u. So ist z. B. für unsere 
' KorveoBchar (2): 
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Sntspreclieiid führt man die „Yariatioiieii zweiter und höherer 
OrdnoDg" ein: 

'•"-{m^ *•« = ©).;■■ 

Im Gegenfistz zn ihnen heilst du die „erste Variation". Wir 
werden ans aber iia Folgenden auf sie allein beflchiänken nnd 
sie daher schlechtweg „die Variation" nennen. 

Das Variationssekhm S ist sowohl mit dem Di/feren- 
tiationseeichen t- als dem IiUegralmt^im Jdx fvr jede von « 
uncMiängige VercmderUche x veriausdiixa: 

Denn es ist (Nr. 68): 
fty. .du / S ä»\ ( d dv\ dtH 

Dabei ist zu beachten, dals hier durchweg das Zeichen d sich 
snf die Änderung längs der Kurve u = u(x, oe) bei kon- 
stantem PC besieht, während die Differentiation nach a bei 
konstantem x erfolgt und eich auf den Übergang Ton einer 
Karre zur anderen bezieht. Sinen solchen stetigen Übergang 
von Enrre zu Enrve wollen wir aber allgemein als ein 
„Variieren" bezeichnen. 

Oanz entsprechend ist, wenn die Grenzen Xg und x von a 
nnabhängig sind, nach Nr. 483: 



8 fudx^i^ CudA ~r{^)^dx=fsudx. 
^ ^ «, ' -^ «. ^ 

der ersten Variation. Wir habei 
la und Minima des Ausdruckes 

-fr(x,y,y')dx (s'-lg 

1 Yoranssetzimgen erhalte 
ion gleich Null setzen: 

(1) 8S - sfvix, y, y') dx = 0. 



(3) 



876. DarsteUimg der ersten Variation. Wir haben er- 
kannt, dals die Maxima und Minima des Ausdruckes 



unter den angegebenen Yoranssetzimgen erhalten werden, wenn 
wir seine erste Variation gleich Null setzen: 
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Hier nehmen wir x bJs eine von tt nnabhängige Veränder- 
liche an and beschiänten nna zanächBt auf den Ftdl, wo die 
Grenzen x^ and Xi des Integrales fest, d. h. gleichfalls von a 
unabhängig bleiben. Dann sind innerhalb jeder EnrrenBcbar («) 
die beiden Funktionen y nnd y' Funktionen von x und u, nnd 
es ist nach (3) der Torigen Nnmmer: 



S8 = jaV{x,y,y')dx, 



wo das Zeichen S eine partielle Differentiation nach a bedeatet. 
Es wird daher: 

(2) dY=YSy-\-Yy8i/, 

wo 7^ nnd 7^ die partiellen Ableitungen von V nEich y and j/ 
bezeichnen. Also wird: 

(3) dS = fi7dy + T,Si/)dx. 

In dem zweiten Summanden können wir es dordi teilweise 
Integration (Nr. 415) erreichen, dafs dy an Stelle von d^ 
unter dem Integralzeichen erscheint. Es wird nämlidi mit 
Hilfe von (2) der vorigen Nummer: 



w 






Dabei bedeatet die [eckige] Klammer, dals der Wert von 
YiSy an der Stelle x = Xi gebildet und um den Wert des- 
selben Ausdruckes an der Stelle x^x^ vermindert werden 
BolL Y[ bedeutet die vollständige Ableitung von Fj nach x: 

Y[ enthält also die Ableitungen von y bis zur zweiten Ordnung. 
Setzen wir den Ausdruck (4) in (3) ein, so finden vrir: 

(6) SS-\Y,Syf^+f(Y-Tiaydx. 

D„ii„.db,Go(5glc 



Den Integnuden rechts nennen wir den „Lftgrange sehen 
Aosdruck" and setzen zur AbkOnstu^: 

(6) i = r - r^. 

877. Die Irfigrsngeaolie Dlfferentialglelohiiiig. Wir wollen 
jetzt ToniTiBsetzen, äaSa alle Funktionen y unseres Bereiches (y) 
im ganzen Integrationsinterrall (Xq, x^) mit Einschlols der 
Grenzen stetig and differentüerbor sind, and dals sie an den 
Cbenzen x^ and x^ selbst vorgeschriebene feste Zahlenwerte y^ 
und 9, annehmen. Dann wird anch Ar jede Eorrenschar (a): 

(1) /"(fl^. «) =" y», fi^,«) = 9i 

and daher 

d.h. die Variation Üy^v-fix,i^ mofe an beiden Ch^ozen 
den Wert annehmen, and die Formel (5) der vor^en 
Kammer geht Qber in 



(2) dS—ILSydx, 

». 

wo L die dort in (6) uigegebene Bedeatang hai 

Bei dieser Umformung wird die Stetigkeit der ersten nnd 
die Existenz der zweiten Ableitung von y Toraosgesetzt. Der 
Einfachheit halber nehmen -vjr ferner an, dab die gesachte 
Funktion y, die jS zu einem Mazimam oder Minimum machen 
soll, mit allen ihren Ableitungen im Jiitegrationsiutervall 
überall stetig ist. Dann genügt auch die zugehörige Funktion 
L = L(x) den Stetigkeitsbedingungeu des Bereiches (ff), und 
68 ist erlaubt, für die £arvenschar (a) die folgende zu wählen: 

(3) y - f(x, tt) - fix) + ttix - a^) (x, - x) L, 

welche in der That anch den Bedingangen (1) genügt und 
für « — die gesuchte Funktion y =■ f(x) ei^ebt. Somit 
haben wir nach (2) für diese Funktion y die folgende Be- 
dingung: 
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(4) d8 - /L^x - rco) («t ~x)dx- 0, 

denn nach Nr. 874 mufs die Variation dS Terschwinden, nnd 
es ist in anBerflin Falle: 

■'y ~ ^f^^' «)-(*- *o) C*i - «) -^■ 

Es ist aber anch, wenn x irgend einen Wert zwischen x^ 
und Xi bedentet, da der Integraudos im ganzen Intervall nicht 
negativ wird: 

^/i'(a: - x^) (a;, -x)dx£ j L^x - a;,) (x^ -x)dx=' 0, 

also fQr jeden Wert x des Interralles: 

fiMx ~ x^) (x, -x)dX'~0, 



ß 



und durch Differentiation nach x folgt das YerBchwindeu des 
lut^TEmden: 

X' (x ~x^)(xi — x) = 0, 

oder anch: 

Diese Gleichnng heÜst die Lagrangesche IHffermiial- 
glek^ittng. 

Wir erkennen also; 

Sab. Die fWiMon«» y = y{x), tedche das Iniegrtä 
»• 

unter den gemachten Voraussdmmgen su einem Maiämwn oder 
Mmimwm machen, wiäi/rend für die Grenzen x^ und x^ die 
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Fu»ktiona%eerte y^ und y, vorf/esfAnebeM smd, smd eu swJten 
unter dm Losungen der „Lag rang eae^ten IHfferentiaigleiiAung": 



^" 



UlvH- 



Dieae DifferentJalgleichimg ist von der zweiten Ordnung, 
I/o und y^ erscheinen als Integrationskonatanten. 

Bevor wir nnn zn Yerallgemeinernngen übei^ehen, wollen 
wir das gewonnene wichtige Eigebnis anf einige spezielle Auf- 
gaben anwenden and zwar zunächst «nf das sdion in Nr. 873 
als Beispiel angegebene Problem. 

878. Erstet BelspleL Die minimale . Botstionsflllolie. 
Es soll die d^ene Kurve iesümmt ieerden, welche dm^ch moei ge- 
gäiene PwJde geht, und wddie Jsei ihrer Boiaiion um äne in der 
ISiene gegä>ene Achse etn« Fläche von kleinster Oberfläche erzeugt. 

Wählt mau zwei rechtwinklige Achsen in der Ebene, Ton 
denen die eine \x] mit der Rotationsachse zusammenfällt, so 
ist die Fläche, deren Minimam gesncht wird, gleich dem 
Produkt Ton 2n mit dem Integrale 



Also wird nach den allgemeinen Formeln der Nr. 876: 

i=.yTT?"'- 



nnd die Lagrangesche Qleichong L^Q nimmt die Form an: 



oder 



1 d , 



y X + y" dx " 2 da: *• ' ^ / 
nnd liefert als erstes Integral: 
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Hieraus folgt: 

a und c sind wUlkOrliche Eonatanten. M&n kann dies schreiben 
fdao 



5, = |(e - +e ')■ 



Dies ist die Oleichnng einer KeUetUmie (Nr. 225) mit der 
Botationsachse als „Leitlinie". 

Sind die Endpon&te gegeben, so dient die Gleichung der 
Eurre zar BestimmuDg der Eonetanten c und a vermöge der 
Gleichmigen: 

Nehmen Trir z. B. an, dals die Ordinaten dieser Endpunkte 
gleich sind, und wählen wir zar y-Adwe die S^tkrechte im 
gleichen Abstände zu diesen Punkten, so ist a^ ^ — d^; folglich 
wird die Konstante a Null and die Gleichung der Eurre: 

Die Eonstante c ist also ans der Bedingung: 

zu bestimmen. Ist das Verhältnis ^ kleiner als eine bestimmte 
Grenze h, welche angeiühert = 1,509 ist, so hat die vor- 
stehende Gleichling keine reelle Wurzel c; in diraem Falle 
existiert weder ein Maximum noch ein Minimum. 

879. Zweites BelapleL Die Braoblstoolirone. Es seien 
zwei Fmkte A wnd B in versckieäener Höhe gegeben; man soU 
die Kurve AMB ßuien, welche em schwerer Punkt dttrchlaufen 
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412 
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mufs, um iei reibungsloser Bewegung in der Mrzesien Zeit von 
A nach S su gelangen. 

Die gesachte Enrre heiJflt die BrtKAistochrone. Wir -wählen 
rechtwinklige Achsen, ron denen die a^- Achse parallel zur 

Richtung der Schwere ist, und bezeichnen 

mit x^, y^ und x^, y^ die Koordinaten 
der Punkte A and B. Die dorch die 
Sdiwere Temrsachte Beschleunigung hei&e 
B Ahleitong ^ werde wie gewöhnlich 
"^ mit y' und die Zeit mit t bezeichnet. 
Dann iet nach dem Prinzip der lebendigen 
Eraft: 



^«=^ 



rnnm-'^c-'') 



Hieraus folgt för die Zeitdauer T = 
zwischen den Punkten A und B: 



- ^ der Bewegung 



Es handelt sich alao um die Bedingungen des Minimums 



Hier ist: 
Y=0, r,= 






Also wird nach der Lagrangeschen Gleichung X^O: 

r, = c^conet, 
r 

Löst man di«Bö äleichnng Jiach y' aaf, so folgt: 



<i«~ I / 1 , ,' 
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and dies ist die Differentialgleichimg einer Cykloide, deren 
Basislinie horizontal ist (Nr. 232), nnd deren Gleichung sich 
nach Nr. 231 (1) in der Form schreiben IMat: 

ff — yo=o(y-Biny), 

X — x^^a(l — coß y). 
2a = -j ist der Durchmesser des erzeugenden Ereises nnd^ 
bestimmt sich doroh die Bedingung, dals die Eture auch dnrch 
den Paukt £ gehen soll, währeoid dem Werte ip^iO ron 
selbst schon der Ponkt A mit den Koordinaten Xq, y^ entapricht. 
Wir haben abo zur Bestimmung von a die beiden 
Gleichungen: 

Vi- y<i= a(<ft- Bin tp^, 

Xt — Xa~a{\ — COB9D1), 
wann der Punkt B dem Werte 9> = 9>i entsprechen soll Dnrch 
Slimination von a fo^ dann: 

«.-«. 1-C0B9J 

Diese Gleidimig bestimmt, geometrisch interpretiert, den 
Schnittpunkt der Sehne AB mit einer speziellen Cykloide der 
betrachteten Schar, z. B. a= 1, tind besitzt fOr alle positiTen 
Werte der linken Seite eine und nor eine Wnrzel ifi^ im 
Intervall < 9i,< 2«. Denn die Fonktion 

nimmt an den Grenzen des Interralles die Werte an: 

/•(0) = and f(2jc) = ao, 
nnd ihre Ableitang f'(ip) ist positiv im ganzen Intervalle. 
In der That ist: 

,. . (l-coBy)'-Hmy(v-Bimp) 8(l-CQBy)-y ainy -.„^ ^ 

da in der zweiten Hälfte n < qo < 3« beide Glieder des Zählers 
positiT sind w^en sin 9) < 0, in der ersten Hälfte aber beständig 



*(l-<!OBy) _ 



^--;;r>l- 
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Ist nun ip'^tpi der Wert, ftir den /(qp) den TOFgeBchriebenen 

Wert '~ * annimmt, so findet man onmittelbaF: 
x,-te, 

a ^^^=:^ 5ji5!_>o, 

9>,-BUlV, 1-C0»9>i ' 

der Radins a ist also gleichfollB immer eindeatig bestimmt. 

Wir haben somit den Satz: 
, Sind A und B evm Punkte einer Veiiikal^>ene und B 
tiefer gdegen eUs A, so giä>t es immer eine und mar eine Cy^oide 
mit horieonteder Basislinie, %edche in A ihre Spitte hat, durch 
B gäd, und die Braehisiochrone ewis<A^t den beiden Btmhten 
darstdlt. 

§ 3. Tenllgemeinerongen. 

880. Hehrere unbekannte Funktionen. Die TOrher- 
gehenden Betracbtnngen lassen sicli leicht auf den Fall ane- 
dehnen, wo die Funktion Ktinter dem Integralzeichen anstatt 
der einen nnbekumten Fonktion y zwei imbekaunte Funk- 
tionen y and g der noabhängigen Veränderlichen x nebst ihrrai 
Ableitungen y' nnd g' entlullt, wo also zu einem Mayimnm 
oder Minimum gemacht werden eoU ein Ausdruck der Form: 

(1) S=J'vix,y,e,y',e')dx. 

Hier haben wir einen durch Saamkurven dai^stellten 
Fnnktionenbereich (^, g) zu Grunde zu legen, und zum Zwecke 
der Yariation betrachten wir innerhalb des Bereiche wieder 
eine einfache Schar (o:) solcher Kurven: 
,,, !,-/-(l,«)-/(l)+(«-«.)lfe«), 

Durch Differentiation nach a bei konstantem x erhalten 
wir ebenso wie in Nr. 876 fOr die „erste Variation": 

(S) 



idbyGoOgIc 



VariatioiiBrech&img. 415 

femer durch teilweiae Integration wie in (6) derselben Nammer: 

(4) *S = [r,*y + Z^8ef^-\- jiLSy + M8e)dx, 

und dieser Aosdracb SS mnls den Wert haben jttr jede 
Karve y^'fix), s=g{x), welche ein Maximnm oder Minimom 
des Integrales Kefert, und fQr alle dem Bereiche (y, s) an 
gehörenden Variationen 8y = f], 8e = g. 

In dem einfiu^sten Falle, wo die Endpunkte der Ranm- 
korren {^, g) durch die Bedingaogen der Aufgabe Torge- 
schrieben sind: 

also bei der Variation fesl^ehalten werden mQssen, ist wieder 
an beiden Grenzen ^^ = und Se = 0, imd indem wir 
einmal setzen: 

9y = tjix) = (a; — iCo)(^i ~ ^)^t **' = 0, 
das andere Mal aber: 

dy = 0, 8e = i(x) = {x- Xo)(x^ - x)M, 
erhalten wir ganz analog wie in Nr. 877: 






L\x — x^{xi — x)dX'~0, mithin X = 



M\x — x^(Xi — x)dx = Q, also M = 0. 



Die gesuchte Banmkurre y = yix), e = eix) mnis also 
den beiden „Lagrangeschen Gleichungen" L='0 und M^O 
gleichzeitig genügen. Dann verschwindet aber nach (4) in der 
That auch immer die erste Variation 8S für alle Eorreu- 
scharen (2) des betrachteten Bereiches. 
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Auch dioBee Besoltat wollen wir zanäcfaBt dorch ein 
Beispiel erlänteni. 

881. Drittes Beispiel. Problem der kürzesten Iiinie. 
Die l^reede Bawnhirve mmsehen ewei Funkten eu finden. 

Es seien Xf^, y^, «g und Xi, y,, «, die Koordinaten der 
Endpunkte der geencttra Linie in Bezng Kof drei recht- 
winklige Achaen. Die Länge dieser Linie wird dum: 

(1) « -/Vi + (ii)'+ o'"- -/^i + »'■ + •"''- 

Indem man alle früheren Bezeichnungen heibehält, ist hier: 
femer: 

Y — y' , 2 =■ '' 
' yi+y"+'" ' yi+y"+«" 

Die LagrangeBchen Gleichungen £="0, Jlf=0, welche 
die unbekannten Funktionen bestimmen, sind hier: 



woraus folgt: 



da: ' dx ' 

F, = conet, Z^ =• const, 

y' = C, «' = C' 



und weiter: 

(2) y-Ga: + C„ 2=-C'« + Ci; 

die gesuchte Linie ist also eine Gerade. 

Die Konstanten C, C^\ C, d werden durch die Bedingung 
beBtimmt, dais die Kurve durch die rorgeschriebenen Punkte 
hindurchgeht; 

y^ = Cx^ + C„ ga — C'x^ + Ci, 
j/j 1= Cxi + C[, e^ = C'xi + Cl, 

«i-«» a:,-«o 
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also: 
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S8S. Die BraahiBtoohrone im Bstmie. In unserem zweiten 
Beispiele (Six. 879) hatten wir die Linie kürzester Fallzeit ans- 
BchlielBlich nnter den ebenen Kurven, welche die gegebenen 
Punkte Ä und B rerbinden, gesucht. Biese Beschränkung 
wollen wir nachträglich beseitigen, indem wir beweisen, dals 
die Brachifitodirone, falls sie existiert, notwendig eine ebene, 
vertikal stehende Karre sein muTs. Legen wir wieder wie 
dort die ai-Adiee in die Richtung der Schwere, fQhren aber 
anstatt der einen jetzt £tm horizontale Koordinaten y und g 
ein, so ergebt sich ganz analog nach dem Prinzip der leben- 
digen Kraft ftlr die FaUzeit T zwischen den beiden Funkten: 

Hier ist in der Bezeichnungeweise von Nr. 880: 

y(fl!-a!,)(l+y"+»") V(;c^a!,)(l+y"+B") 

und die beiden Lagrangeechen Gleißhongen werden: 



_ =0, '^ = 0, 
also: 



ia: " 



wo c nnd e* Konstanten sind. 
Hieraas folgt: 



d. h. die Brachistochrone liegt in einer Yertikalebene, and 
wenn wir die ^-Achse in diese Ebene verlegen, so et^ebt 
sieh nach Nr. 879, dafs die Kurve eine Cykioide sein muls. 

888. Höhere Ableltnngen. Wir gehen jetzt za dem Fall 
über, wo die Funktion V aulser x, y, ^ noch höhere Ab- 
leitungen von y enthält Es soU also zu einem Maximum 
oder Minimum gemacht werden ein Attsdrack 

B«tiel, Dlff.-ii.In(egral-Ksiihiiimg. HL l.Anfl. 27 
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«1 
(1) a^Jvix, y, y, j/', ... !/(-)) da:, 

wob« wiedw die Steti^wt aller Ableitnngea Tonasgeeetzt 
werden soll. An d^ GrenEsn sei TOi^;eschrieb«i: 

Wir betraehten wieder die eii^arametrige Scbfir: 

!,-«») + (.-.>.),(«), 
wo 

,(»,)- VW ,<"-')(«,) = 0. 

Hier ist wie in Kr. 875: 

wenn allgemein das Zeichen 8 die Operation t^j aasdrQckt. 
Dann folgt wie &fiher: "° 

(4) iS^fiVdx^^UYdy + !;(»»/+ -.-I- r„*y<-))da^, 
wo gesetzt ist: 



Es ist aber, wenn man gsaz allgemein die totale Diffe- 
rentiation nach X durch die Accente andeutet: 

/V,*y dx = [Yidy]" - fr^dydx, 
rYiSfax = [Y^8^"-CT^Si/dx 

= [Tstfj/- :^fff/]2 +J'r,'iydx. 
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Ebenso findet man succfiBBive durch teUveise Int^p^tion: 



ß 



Also ist nach (4): ^ 

(6) S8-[L,Sy + L,S^ + ■ ■ ■ + LJ^'-^yf^ +fLSydx, 
wo ZOT Abkflrzang gesetzt ist: 

L = r-r;+ — + (-i)''ri"*, 
Xi = r, - 5^ + ■ + (- 1)"~' ri—^ 
i, « Tj - r; + ■ ■ . + (- 1)"-* li"-", 

Für Sy = ri{x) verech winden wegen (3) alle in [eckigen] 
Elammem stehenden „Grenzglieder", während sonst die Fimk- 
tjou tj(x) willkürlich bleibt. Wir dürfen also analog wie in 
Nr. 877 die folgende spezielle Variation einführen: 

(6) dy = ij(a!) •=(x- x^^ixt- xyZ. 

Für den Fall eines Maximoms oder MinimnniB ist daher 
wieder: 

9S = jL\x - x^''{x^ - xydx = 

und wie in Nr. 877: 

L = 0. 

Eine Funktion y = f{x), welche unter den Grensbedin- 
gongen (2) das bitegral S za einem Mazimom oder MinimnTB 
macht, erfüllt also die DifTerentialgleichmig 2n**' Ordnung: 
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(7) i-r-ri+r; — + (-i)"ri"* 

^dr d_dr ,j'^sr_ ,_^.„ .rar 



Daa allgemeine Integral dieser Differentialgleiclumg wird 
von der Form sein:' 
(8) s-n», C„C„...C,.), 

and die 3» IntegTatdonekonstanten können daza dienen, die 
2n Grenzbedingnngen (2) za befriedigen: 

y(0_^(0(3:j, C.,C„...C„)• 
884. Integration in besonderen Tftlldn. Wir setzen 
wie früher: 



s-fv. 



nnd nehm^i an, dafe V nur eine einzige Funktion y Ton x 
mit ihren beidnt ersten nacli x genommenen Ableitoi^^en 
', y" enthält. 
Es sei: 

r- 7(1, y, y', »»), 

Bo dals die nnbekaonte Funktion y Ton der Differential- 
gleichung 

(1) Y-'-^-lr^i^-ü 

^ ' dx dx* 

abhängt, welche im allgemeinen Ton der vierten Ordnung ist. 
Wir wollen hier einige Fälle ai^ben, in denen man an- 
mittelbar eine oder zwei Integrationen aaeftihren kaim. 

1. Enthält F die Variabele y nicht, ist also V=V(x, y',y"), 
so wird Y Null, nnd die Oleiehong (1) reduziert sidi auf 



Integriert man diese und bezeichnet di« Konstante mit Cj 
> erhält man; 
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d. h. im aUgemeinea eing Differentialgleiohtmg dritter Ordnung. 
In derselben Weise kann man verfahren, wenn V die Grölse 
jf axa linear mit konstantem Koeffizienten enthält, denn alsdann 
ist 7 konstant und somit: 

Tx~Y, + ^ = C. 

2. Nehmen wir an, dals V die Yariabele x nicht entl^t, 
also dafs V= V(y, y', y") ist. Wenn dann die linke Seite 
der ideutiechen Gleichung: 

dV-{7dy+ Y^dy'+ Y^dy")=0 
zu der mit dy multiplizierten linken Seite von (1) addiert 
wird, so eigiebt sieh: 

dr-[Y,cls' + ^ds) + {i^dy - ¥,dy")-0 

oder weil dy = y'dx, dy' = y"dx ist: 

Die linke Seite ist ein exaktes Differential, also ist: 

(3) T-,'[T,-'-^)-r,y'-0. 

3. Nehmen wir an, dafs V weder x noch y enthält, also 
F= V(y', y") ist. Es liegen hier also beide Fälle zugleich 
vor, die wir soeben behandelt haben, und man hat die beiden 
ersten Integrale der Gleichimg (1): 

wobei C und C willkürliche Konstanten sind. Die Elimination 
des Gliedes -g-^r das im allgemeinen allein die höchste Ableitung 
von y enthält, gieht also das zweite Integral; 

(4) ' r=T,y"-0'y' + a 

88G. Ein Beispiel von Enler für swelte Ableitungen. 
Es sdl eine ebene Kurve AMB gefunden werden, so dafs die 
FliU^ ABCD emschen dem Bogen AMB, den Krümmtm/s- 
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ra^m AC uml SD, weUM en den JBn^ntnkten A und B ge- 
Aören, und dem Bogen CD der Evobäe, der ewischen den 
Krünmamgsmitt^puiikteH C tmd D etiihtütm tsf, ein MtHinatm 
teird. 

Es sei MK-~ R der Krttmn«»^;»radioB in emem Pankte Jlf 
des BogeDB AM=s, M'K' ein beWMthbftrter Kramnmnga- 
mdiiiB, 80 wird die zwiaclieii den 
beiden Radien nnd den beiden 
Eorren entbalteneFlichegleidi 
2^ Bds(l + 1), wobei b beliebig 
klein wird. Bezieht man eiIbo die 
Enrre anf Ewei rechtwinklige 
Achsen Ox und Oy, so ist das 
Integral, welches ein Minimnm 
werden soll; 




Also hat man: 



^ q+y'V 
y" 



Yi=- 



(i+y'V 



Da der dritte Fall der Nr. 884 vorliegt, so besitzt die 
Oleichnng des Minimums das Integral: 

and dieses Integral reduziert sich hier auf: 

2V~C-\-C'y', 
wobei C and C willkürliche Konstanten sind, weil I',y" = — F 
ist. Setst man B-^ aa Stelle von F. ^ wi Stelle von «' 
so wird: 



oder2B = C^ + C'^r- 
dy _ 



Wir setzen , 

dx 

ferner 

C ^ 8a COB a, C = — 8a sin a, 

wob« a und « neue willkürliche Konstanten sind, bd wird: 
B = 4« sin (y — «). 
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Wenn man aber die At^^i um einen Winkel a drelit 
und immer mit ^ die Neigung der Tragente der gesuchten 
Enrre gegen die ^- Achse bezeichnet, ho hat man einfach: 

B=:4:aBin<p oder ds ^ 4a ein <pd^, 
denn dg> ist der Kontingenzwinkel. Also folgt: 

dx = da soKp = Aa 6w? tpdtf = 2a(l — cos 2fp)dfp, 
djr ~ (fs coB 9> •= 4a sin 9 cos tpdtp <i> 2a sin 2ipdip, 

mithin, indem man integriert und mit Xfj, y^ nene wiUhOrliche 
Konstanten bezeichnet: 

X — Xf, = a(2y — sin 2ip), y — Po =™ «(1 — cos 2g>). 
Die gesuchte Eurre ist sonaeh wieder eine CyJdoide (Nr. 331). 

886. Qleiolueitlge Tariation to& x nnd y. In Tielen 
Fällen ist es zweckmäfsig, die zwischfla x and y bestehende 
Abhängigkeit Termittelst eines Parameters / auszudrucken: 
x = x(f), y = y(f). 
Indem vir nun Eurrenscharen zu Grunde legen: 
x=-(f{t, a), y^t(t, «), 

wird auch x = x{i) variierbar, d.h. nach u difFerentiierbar bei 
konstantem t. Im folgenden soUein die bei konstantem a ge- 
nommenen Ableitungen nach t durch Accente und die ent- 
sprechenden nach X durch D^ D^ . . . ausgedrückt werden. Dann 
ist für jede Funktion « von x: 

S bedeutet wie früher [ö— ) > tro a Ton t unabhängig sein 
soll. Es ist daher wie früher: 

ff«' — (du)', 
und man hat für jedes u — u{t, a): 

D(du - I)u8x) = ^ - Bu^ - DHdx = 8^. ~ D'a 9x, 
also: 
(1) D(Su~Duex)~SI>u~D*uäx. 
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Hiersiu folgt durch Differentiation: 

D»(d« - Dudx) = JD(SI>H - D*udx) 

also, weom man in (1) u durch Du ersetzt: 

D'idu - Dudx) = SD*u - I)*uSx, 

und man erhält sncceBHiTe: 

D»(*K - Du dx) = &D'u - D'u dx, 

,_. D*(iu - Dudx)~«D*u - D^'uSx, 
W 

If{pu - Dudx) = dD^u ~ jr-^\dx. 

Definieren wir alao: 

(0 •— tfy — DySx, 

BO folgt aas (3) fOr u = y: 

(3) lfm = tflTy - ir+V*a:. 

Diese Beziehungen wollen wir auf Integrale der in Nr. 883 
hetraditeten Form anwenden. 

Eb sei g^eben die Funktion; 

V= V{x, y, Dy, D'y, . . . D^y). 

Dum ist, wenn man die partiellen Ableitungen von V 
nacli X, y, Dy, . . . Ify mit X, Y, T^, ... Ti, bezeichnet: 

nr-x +Yi)y+ r,D'y + ... + r,ir-'-'y 

™"' dr-XSx+Tly+rjDy+..+ Y,lD'y. 
Alflo: 
ar-I>T»x-7(ty - DySx) + J,(il>y - VySx) + ■■ 

+ Y.(Siry-ir+^ylx) 
mid mit Benutzung Ton (3): 

(4) i)F-BFJi-ro)+r,DBi+ +r.j)"o. 

Demnach wird: 
*(Fa:')-Vdr+F*a? 

- i'BFäa: +(r«) +Y,Dco+ + r,i)"ffl)a:'+ Fda? 

— (Fila;)' + (Fcp + T^De) + ■-+ Y.D"<d)x!, 



VariationBreclmimg. 435 

ist 

Betrachtet man also das Int^p-al; 

so wird: 

6S^ h{V3r)dt-[VSxf^+ jiYm+T^J)o + ---\-7„B''a)x'dt 
oder; 

(5) 3S=[rSxf^^^+ß(¥(o+ r,i>o) + .--+ YnlTa)dx. 

Hier hat der Integrandus dieselbe Form wie in (4) 
der Nr. S83, nur dafs jetzt to aa Stelle von Sy tritt 
und entsprechend Da>, . . . D^to an Stelle von d^, . . .3y^"K 
Es folgt also durch geoaa dieselbe Kechnong wie dort, a&m- 
lich dorch snccessiTe teilweise Integration nach x: 

(6) dS == [VSx + i,o) + L^Dm +■■■ + i„D''~*m]''+ j La 

= [rdx + LiOi+- + L,3T~^eif + I Lasfdt, 

wo 

L = r-DYi+DTg +(-l)"i)"r„, 

i, - r^ - i) Yj + D« Tg — + (- 1)"-' ir - ' r„, 



Znr AafGndong der Mmma nnd Minima des Integrales 8 
betrachten wir die Enrvensdiar: 

*■ •" y-*{() + «,p'(Ol('), 



<i« 
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wo « = «0=0 der gesacliteii Kurve: x = <p{t), i/=-^(0 ent- 
spredi«ii soll. Eier wird: 

und nach (3); 

Im ein&cluten Falle, wo an beiden Grenzen t=^t^ und 
t^t^ die Werte von x, y, Dy, ...If~ y sämtlieli vor- 
geechrieben sind, mfise^i die Variationen dieser GtrSlsan und 
damit wegen (3) auch die Werte o, Da, . . . I/'~^m an beiden 
Grenzen Terechwindea, und man erl^t: 



'-/ 



(8) SS~I Ln{W*+ l/')dt = 0. 

Setzt man hier wieder analog wie in "Sr. S83: 

■>}(()■=■ (t-Q''(t^-{)'L, 

wodurch die „Grenzbedingongen" gewÜB beAiedigt werden, 

so ist der Integrandus wieder nur pOBitiver Werte föhig, und 

man achlielst wie dort auf dae Bestehen der Differentialgleichung: 

(9) i ^ r - 2) y, + D» i; - + ■ ■ ■ + (- i)"D" r„ = 0. 

Bei dieter zweiten Herleitung der Differentialgleichung 
wurde nieht wie bei der ersten Torausgesetzt, dals y eine ein- 
deiUige Funktion TOn x sein sollte, wenn sich nur die beiden 
Yariabelen als eindeutige Funktionen eines Parameters t dar- 
stellen lassen. 

Alle hier angestellten Betrachtungen und B>echnuagen 
lassen sich wie in Nr. 880 leicht auf den Fall mehrerer un- 
bekuinter Funktionen ausdehnen. 

887, Variation dar Orenaen. Bisher hatten .wir uns auf 
solche Probleme besdiränkt, wo zwischen festen Grenzen 
variiert wurde, d. h. die gesuchte Kurve, sowie alle zum 
Vergleich herangezogenen Kurren unseres Funldiionen-Bereiches 
sollten durch zwei gegebene Endpunkte gehen, zwischen 
denen die Integration zu erstrecken war, und im Falle 
höherer Ableitungen sollten auch die sämtlichen Ausdrücke 
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J)^, D*t/, . . . D"—'y an beiden Grenzen Toi^eBChriebene Werte 
aimehmen. Die gleichzeitige Variation der beiden Yeiinder- 
lichen x und y gestattet uns aber anch die Bebandlong Ton 
lallen, wo die Endpunkte der Integration anderen und allge- 
meineren „Gtreuzbedingungen" genügen, z. B. die LSsoug der 
Aufgabe, die kürzeste Terbindougalinie zwischen zwei gegebenen 
Kurven zu finden. 

Das Yer&}ireii ist zunächst dasselbe wie in den früheren 
Fällen: aus der Gesamtheit der „erlaubten" Surren greifen 
wir eine einparametrige Schar (a) heraus, unter denen die 
gesuchte gleichfalls das Alaximnm oder Minimam des Integrales 
liefern mnls. Durch Differentiation nach dem Parameter a 
erhalten wir wie früher als notwendige Bedingung das Ver- 
schwinden der „ersten Variation": 

aiso nach (6) in Nr. 886 die Gleichung: 

dS=-[VSx + Lia+--+Lniy'~^io^+ I Latdx 

= ri— ra + I Lmdx = 0, 

wenn di« Zeichen V, L, L,, . . . L„, D, w die dort angegebene 
Bedeutung haben und Tq, T, die Werte des eingeklammerten 
Ausdruckes : 

r—Väx + A» + LtDm + •■■+ L„iy~^<^ 
= Yix + A(*y - -Dt/ffa;) + • • • + i,(dD""V - lyydx) 

an den beiden Endpunktffli nnd 1, wo t^-t^ oder /s=^ 
ist, bezeichnen. 

Unsere „Gh-enzbedingungen" seien nun von der Form, 
dafs zwischen den Werten: 

ai, yi, i>vu ■ ■ ■ jy'yi' 
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welcha difl OrÖ&en x, y, Dy, . . . V~^y au den beidea End- 
punkten nnd 1 annehmen, ein System von Qleicliiuigen 
besteht: 

(2) 3f=0, N=Q, B = 0,-- 

deren Anzahl m aber 2» nicht überschreiten darf. 

Diesen Bedingungen muis non die gesnchte Enrre y = f(x), 
welche das Minimum liefern soll, jedenfalls genfigen und damit 
anch alle solchen Knrren, welche an den Endpunkten die- 
selben Werte von x, y, . . . , X)""" y besitzen. 

Es wird demnach unbeschadet der Grenzbedingungen (2) 
auch eine stetige Variation bei festgehaltenen Grenzwerten, 
wie sie in Nr, 886 eingeführt wurde, ebenialls erlaubt sein 
und durch Benutzung der dort verwendeten speziellen Yariation 
schlieisen wir wieder auf das Bestehen der Lagrangeschen 
Differentialgleichnng 

fOr die gesuchte Kurve. Dann muls aber das Integral / Laidx 
anch fSr jede andere Variation, die von der betrachteten Kurve 
aasgeht, gleichfalls identisch verschwinden, und wir haben fOr 
jede erlaubte Variation: 

= (F^" - ii*'Dy, L^^^iry,)8x, 

(8) +4"%i-f--- + 4"*i>"-Vi 

- (F"" - Lf^Dy, ■ ■ ■ - L^:>iry,)äx, 

- LTäy^ — zTsir-^ = 0. 

Nun gelten die Orenzbediugungen (2) allgemein fttr alle 
Kurven der betrachteten Schar, man darf diese Gleichungen 
also auch „variieren", d. h. nach dem Parameter a differentiieren 
und erhält: 

,,, dM, , dM , , dM ^-n , 

*-^ = ?^ *^ + 3^ *»o + gci;^ *^yo + ■ ■ ■ 

(4") , SMj. , dM, , 8M .T. , „ 

SN=0, 8R-0 U.B.W., 
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also m lineare and homogene Gleichimgeu zwischen d^ 
2» + 2 Gröfeen: 

Sxo, Sy„ äBy^, ..., Sir-'y^, 
*^' Ja;,, ffy,, SDy„ ,. ., SlT^'y^. 

Könnten wir nun beweisen, dale zu jedem solchea Werte- 
gystem (5)) das den Oleichongea (4) genügt, auch immer 
eine Korvenschar (a) gefanden werden kann, welche fUr jeden 
Wert a eines gewissen Interralles den Bedingungen (2), sowie 
den Stetigkeitsbedingungen genügt, für te = die vorgelegte 
Lösung der Lagrangeschen Differentialgleichui^ ergiebt und 
an den Grenzen und 1 die Variationen (5) liefert, so 
könnten wir in der angegebenen Weise auf das gleichzeitige 
Bestehen des Gleichnngssystemes (3) für dieselben Werte (5) 
schlielsen nnd hätten damit die Bedingung dS = auf ein 
rein algebraisches Problem zurückgeführt Wir könnten dann 
ebenso wie in Nr. 166 bei der Theorie der einfachen Maxima 
und Minima „Lagrangesche Faktoren" [i, v, q, . .. einführen 
und in der Gleichung: 

(6) r, - To + fiSM + v9N+ (fSB + ■ ■ ■ = 

die 2w + 2 Koeffizienten der Gröfsen (5) gleich Null setzen, 
um die sämtlichen zn den Gleichungen (2) hinzutretenden 
Bedingungen zn erhalten, welchen die betrachtete Lösung der 
Differentialgleichung vermöge iS = an den Integrations- 
grenzen genügen muis. Da aber der hier verlangte Nachweis 
für die lElzistenz einer solchen Knrvenschar (a) nicht ganz 
einfiach ist, so wollen wir uns lieber auf einen in seinen 
Anwendungen besonders wichtigen Spezialfall beschränken. 

888. DnrohfQhrang der XTntenualiung für einen Spezial- 
fall. Wir wollen voraussetzen, dals der eine der beiden End- 
punkte der Int^ration auf einer Torgeselu-iebenen Kurve 
variiert, während der andere vorläufig fest bleibt, und be- 
schränken uns der Einfachheit halber auf den Fall «■=■!, wo 
der Litegrand nur die erste Ableitung von y enthält. 

Dann reduzieren sich die Bedingungen (2) der vorigen 
Nummer auf die folgende Gleichung der „Grenzkurve": 
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(2)' . Jlf(x„y.)-0 

tmd die Oleichang (3) geht fiber in: 

(S)' 9S-r^- (FC) - 7YWy^)dx, + rj^dy, =. O, 

während wegen der Vorausseteungen ^3:0=0, <Jyo=0 alle 
Glieder von f), versdiwiiiden. Nehmen wir nun an, 

sei die geanchte Enrre, weiche der Lsgrangesches Differentdal- 
gleii^oDg gen^t und das Maximom oder Minimum liefern 
floll, nnd ihre Endpunkte, die den Werten t = tf nnd t'^t^ 
entsprechen, seien mit x^, y^ und x^, y, bezeichnet, so köonra, 
wir in ouBerem Spezialfälle eine geeignete Korvenschar (a) 
leidit bestinunen. Die Gleicbnng der Grenzkorve (2)' können 
wir i^mlich aach in der Form schreiben: 

wobei dem Werte cc = des Parameters der Endpunkt a^, y^ 
der gmuchten Eurre entsprechen möge. Dann stellen die 
Gleichungen 

a-*.(<) + *^ (»(«)-».) 

in der That eine Schar von Surren dar, welche fOr t = ^ 
den festen Anfsingspunkt Xn=gi(t^), 90= ^('0) ''^^ ^^ t = t^ 
den Tariabelen Endpunkt x = g{a), y = h(a) besitzen und flir 
a = in die nrsprfingliche Eurre übergehen. 
Femer wird 

80 dafs 8x und 3y fßr t^^t^ in der That in Sx^ und dy^ 
Kbei^hen. Also gilt (3)' fOr die W«ie: 

S^ = 3'(.0), Jy,-Ä'(0), 

welche naeh (2)' durch die Bedingung rerbnnden sind: 
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(4)' *Jlf_«««. + |fj,._0, 

und dnrdi Elimination von Sxi, dyi aae (3)' nnd (4)' er- 
balten wir: 

(6), (r-i;z)».)|2-r,|f-o 

als eine neue Bedingung, welche an dem Endpunkte 1 der 
geenditeu Eture, d. h. fSr 

j;_i,_y((,), !,_s,,_v,((,), Bj,_Ds,,-ÖÖ 

gelten muTB. 

Im Falle, wo der untere Grenzpunkt auf einer gegebenen 
Kurve N{x^, y^) = variiert, während 1 festbleibt, erhalten 
wir durch genau dieselben Schlflsse die anzöge Qrenzbedingung: 

(6), (F^r,i)j,.)g-F.|f 

«r 

z-cc,-,p(Q, !,_;,._*(«, Dj-B». -*;&!• 

Sollten h^e Qrenzpnnkte und 1 gleichzeitig auf zwei 
Kurven 3f=0, N=0 variieren, so kann man einmal den 
einen, dann den anderen bei der Variation festhalten xmd 
schliefet 80 auf das simultane B^fehen der Gleichungen (5), 
and (5)o> In jedem Falle erhält man stoet Grenzbedingungen, 
die zur Bestimmung d^r beiden Integrationskonstanten der 
Lagrangeschen Gleichung dienen können. 

889. Anwendnng anf einige Beispiele. Ein Teil der 
frOher behandelten' Beispiele (Nr. 878, 879) bezog sich anf 
Integrale der Form: 

S=fuix, y)ds^fu{x, y)yWVd^* 

^J^U(x,y)yi + J)y'dx, 

wo die Äbleitui^ Vy nnr im Differential der Bogenlänge 
erscheint. Fflr jedes solche Integral wird: 
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und die Bedii^m^ (3)' geht nach DiTision dnrch U{x^, t/^) 
fiber in: 

(ä); (^).*^+(5?).*^.-». 

ebenso die äqnivaleDte Bedingung (5), in: 

d.h. die ge^tchte Kurve x^tpit), y-^i/i^), wdche da- 
Lagrangesehm Differenüalgleichtmg genügt, mufs mit der 
vorgeschridtenen Grenzkurve Jf — einen rechten Winkel inlden. 
Wenden wir luuer Ergebnis auf den Fall: 



-fvi. 



U=l, S~ /Ydx*+dy*, 



also auf das im Anfimg von Nr. 887 erwähnte Problem der 
kürzesten Linie in der Ebene an, so erhalten wir z. B. den Satz: 

Die Mrgeste Verbindungslinie sswischen ewei d>men Kurven 
ist eine Gerade, welche auf beiden Kurven senhrecht steht, also 
eine gemeinsame Normcde. 

Dieser Satz gilt aber auch für Baumkorren, also fOr das 
in Nr.881 behandelte Beispiel mit swei unbekannten Funktionen, 
wie wir jetzt zeigen wollen. 

890. Ansdelmnng auf awel unbekannte Funktionen. 
Sind in einem bitegrale TOn der in Kr. 880 betrachteten Form: 

(1) S-j¥{x,y,,,l)y,V.)ix [Dy -%:^ ^' - Ji) 

auch die Grenzpnnkte 0, 1 variabel, so kann man wieder alle 
drei Koordinaten x, y, e für jede B^umknrve als Funktionen 
von t anlassen und erhält durch Variation ^ngs einer Karren- 
schar (a) ganz analog wie in Nr. 886: 
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tf5=. [Vdx + T^iäy - Dydx) + Z^(9e - DgSx)i^ 

+ f\.L{ay - DySx) + M{Se - JOgi!x)]x'dt, 



ist und L, Jlf die in Nr. 880 angegebene Bedentong haben. 
Wie in Nr. 887 kann man hier zunächst bei festen Grenz- 
ponktsn x^,, y^j ^o ^^^ ^i tfi> ^i variieren und schüelät, wie 
in Nr. 880, wieder auf das Beeteheu der beiden Lagrangeschen 
Differentialgleichungen: 
(3) L = 0, M = 0, 

wodurch sich die erste Variation reduziert auf: 
«S= Ti- ro= [(F- Y^Dy - ZiDe)8x + F.tfy + Z^def. 

lälst man nur dea einen Endpunkt 1 läi^^ einer Eorre 
Tarüeren: 

a:-g(a), 9-»(«), »-!(«), 

Bo kann man wieder die Korvenschar betrachten: 



it-<p(o+;3w«)-»,], 

'-»(<)+|-^PW-»il. 



welche fOr a = wegen 

9(0) -X,, »(0)-»,, m-'i 
die gesuchte Kurve: 

x=-ip(t), y = t(^, e = x{{) 
mit dem Endpnnkt x^, y,, Si ergieb^ und erhält: 
(4) d8=r^={y<fi-Ji^I)y^-Z['^De^)ax^->r 7,Wdy, + .^«tf^,-0 
fOr alle erlaubten YsTiationen 9x^, Syi, dZi des Endpunktes 1. 

8«rr«t,I>iK-ii.Intagnl-BHluniiiiB- ni. t.Avfl. 28 
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Hier ist aber 

*a^ = ^(0), tf», = Ä'CO), ff«.=-r(0), 
80 dab wir schlielslicli ala Orenzbedingung erhalten: 

(4)' (ro) - z[»i>y. - ^»Dz,)^(0) + r(»Ä'(o) + ^n'(o) - o, 

wo Dy^ und DSi die Werte der im Funkte 1 lange der ge- 
snclttea Kmre genommenen Ableitungen ~ and —> also die 
Werte *^ nnd #^ bedeuten. 

Soll der Endponkt 1 statt anf einer Baomkarre auf einer 
Fläche 

frei beweglich sein, so darf anf jeder beliebigen Kurve dieser 
F^che variiert werden, nnd die Variationen dx^, Sy^, Sz^ sind 
an die einzige Bedingung geknöpft: 

Man erhält also gwei Orenzbedingungen, indem man z. B. 
Sz-^ durch dxx und Sy^ ausdruckt, in (4) einführt nnd dann 
die Eoef^ienten Ton dy^ und Jü^ einzeln = setzt. 

In dem Spezialfälle, wo analog wie in Nr. 889 



r= Uix, y, s)y\-{-Dy'+Dz^= U^ 

ist, haben wir 

'■ ds ^ de 

nnd 

-PH[i-(lf)"-(l3']-^f/ 

SO dafs die Bedingung (4) übergeht in 

und wieder die (Mhogondliiät der geenchten Enrre auf der 
vorgeschriebenen Orenzfiäche oder Baumkorre ausdrückt 

Digimed bvGoO^^lC 
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% 8. Probleme mit NebenbediiignM«n> 

891. laoperlmetrlsohe Probleme. Sticht man unter allen 
geBcUosBenen ebenen Eniren von gegebenem TJm&nge diejenige, 
welche den grdfiiten Inhalt einscbÜelst, so ist bekanntlich der 
Kreis die gesnchte Karre. Es handelt sich hierbei am ein 
Problem der Yariationsrechnong, bei welchem ein Integral za 
einem Maximam oder Minimnm gemacht werden soll, während 
em anderes Integral einert vorgeschriä>men Wert hcU. Man nennt 
daher im Hiablick auf die eben angedeatete geometrische Auf- 
gabe allgemein Probleme dieser Art isoperimeirische; sie bilden 
eine besondere Klasse der relatwen Tariationsprobleme im Glegen- 
satz zu den absohii^t, bei denen keine Nebenbedingtmgen auf- 
treten. Wir geben jetzt eine allgemeine Theorie derselben 
and werden später als Anwendung auch das eben genannte 
Beispiel behandeln. 

Es sei 

(1) S-fY(x,y,^)dx (y'-ll) 

das Integral, das zu einem Maximum oder Minimum gemacht 
werden soll, während das zweite Integral 



T^ß 



W(x,y,t/)dx = l 

den Toi^feschriebenen Wert l hat. Wieder sollen V und W 
gegebene analytische Funktionen ihrer Äi^nmente sein, die 
sich in dem Bereiche, in dem sich unsere Betrachtungen 
bewegen, reguMr verhalten, und nnter allen Funktionen 
y = y(x), die den in Kr. 877 angegebenen Bedingungen und 
der Gleichung (2) genügen, sowie an den Grenzen Xf, und a^ 
vorgeschriebene Werte ^g und ^j annehmen, soll diejenige y = f{x) 
gefunden werden, welche S zu einem TtfaTiTnnm oder Minimum 
macht. Auf diesen einfachsten Fall isoperimetrischer Probleme 
wollen wir zunächst unsere Entwickelangen beschränken. 

892. Der Lagrangesohe Faktor, Wir betrachten eine 
zwei&ch unendhche Kurvenschar 
(3) y = f(x) + afi{x)-\^ß9(x) 

28' 
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mit dea Fwsmetem a und ß, wo q und d niuereu Stetig- 
keiiabedüigiuigeii genügen und beide sowohl fOi x—^x^sia ^ 
x = Xi TeiBchwinden sollen: 

(4) iW-lW-O, »(«.)- *(«,)-0, 

SO dals nnsere Schar ollen gestellten Fordemngen genQgt, aolser 
der Kebcmbedingiing (2). 

Denken wir nns jetzt die Fonktionen t] nnd & fixiert and 
fOr y seinen Wert ans (3) eingesetzt, so werden S nnd T 
analTtische Funktionen von k nnd ß. Wir erfDllen nnn ancfa 
die äleichnng (2), wenn wir ans der zweifach unendlichen 
Kurrensobar (3) die oo'- EoiTen aussondern, fOr welche 
T(a, ß) — l wird. Pflr a = 0, ß = Hefert (3) die gesuchte 
Kurve y — /"(*)> i^id diese erfllllt nach Yoraussetznng die Be- 
dingung (2). Wir haben also die Gleichung: 

(2a) T{a, ß) =- ^CO, 0) = l, 

welche ß als implicite Funktion Ton a definiert An der Stelle 
a = 0, ^ = Terhält sich T regolär. Ist ^o an derselben 
Stelle 

(5) lf+0, 

so wird ß eine analytische Fnnktion von a, die in der Um- 
gebtu^ von « = regulär ist, fitr a = verschwindet und 
unsere Bedingung (2a) von selbst erfüllt (Nr. 661). Setzen 
wir diese Funktion ßf^ ß(a) in (1) ein, so wird S eine Funk- 
tion S{a) von a allein, welche für a = ihren gröJsten oder 
kleinsten Wert annehmen soll. 

Wir haben daher an der Stelle a = 0, j3 => 0: 

c) (a=(ii).+(m(^).=» 

und erhalten gleichzeitig durch Differentiation von (2a) ui der- 
selben Stelle: 
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Knn ist aber wegen (3): 

wo in den Fnnktionen V, W nnd ihren Ableitungen fOr jr 
and y immer /(a^) nnd f'{x) zu denken sind. Hier entaprecben 
die Bezeichuongeu 98, ST der in Nr. 875 eingefOhrten 
Definition der „ersten Variation", wenn man dy •= rj{x) an- 
nimmt, nnd ebenso entstehen S'S, &T, wenn man Btatb desBen 
die Variation S'y =^&(^x) zn Omnde l^t 
Wir haben also nach (6) und (7): 

C6a) SS+Ö'S(^J)=0, 

(7a) dT+yT{^)^.= 0, 

während nach (5) 

TOransgesetzt wird. 

Setzen wir daher (j^) aus (7a) in (6a) ein, so er- 
halten wir: 

oder, wenn zur Ahkürzmig 

W ri — ' 

gesetzt wird: 

(10) tS-hiST-O: 

D„ii„.db,Go(5glc 



Fohren wir jetzt fOr 38 und 8T ihre AtudrAcke ans (8) 
ein nnd beachten, dalB X eine von x nnabhängige Eonfitante 
ist, BO wird 

oder 

und indem wir i. aach bei der Tariation als Eonstante behandehi^ 
können wir aach abgekürzt schreiben: 
(10a) S(S-\-XT)-Q. 

Es gilt also genau dieselbe Bedingung, als ob das Integral 

8*~S+XT~j{Y-\- XW)dx 

zn einem absolnten Maximam oder Minimnm gemacht werden 
sollte, worin X eine rorlänfig noch nnbekannte Konstante 
darstellt. 

Um nun die Differentialgleichong fQr die gesuchte 
EWktion y = /"(a:) zu erhalten, beachten wir, dals die Variation 
dy = r{(x) abgesehen von unseren Stetigkeitsbedingnngen und 
von den Qrenzbedingungen (4) noch vollkommen willkürlich 
ist, wir erhalten also durch genau dieselbe Schloteweise wie 
in Kr. 877 die Beziehung: 

^ ^ 9y dx Sy' 

Yoransgesetzt ist dabei immer, dals die in (3) eingeführte 
Funktion ^(x) so gewählt werden kann, daEs (5) erfüllt ist 
Dies wäre aber ersichthch nur dann unmöghch, wenn 3'T 
für aUe erlaubten Variationen ä'y oder, was dasselbe ist, dT 
für äUe erlaubten Variationen Sy verschwände, und dann 
mO&te nach der SdilnJäweise von Nr. 877 die Funktion W 
für sich die Differentialgleichung erfüllen: 

(12) ^_f|]^_0. 

"• ' dy dx8y' 
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Wir erlialt«ii eiIbO den Satz: 
Sati. TPtß ma» das Integral 

S^jVdx 

unter der Nebenbedingung 

T=l Wdx = l 



T-ß 



m einem Maximum oder Minimum machen, so hat man die 
Lösimgen der Differentialgleichimg aufzusuchen: 

d{Y-\-lW) d d{V-\-XW) „ 

1^ di-~W "' 

WO X eine Konstante ist. Man verfährt also genau so, als 06 
man das Integral 



'ß 



8+XT^I {V+XW)dx 

HU einem absoluten Maximum oder Minimum machen woUte. 
Vorausgesetist wird dabei nur, dafs die aus dem „isoperi- 
meirischm" Integral T abgeleitete Lagrangesche Differential' 
gleichung nicht gleieheeitig erfv3lt ist. 

Diese Kegel stamnit ron Ealer and iet ganz analog 
dem in Kr. 167 bei der Theorie der gewöhnlichen Mazima 
und Hinima angewandten Yer&hren. 

Man hat also zuerst die Differentialgleichimg zweiter 
Ordnung (11) unter den Grenzbedingnngen 
^ = 3/0 für x = x^, 
y = y, für X'^x^ 
zu integrieren. So erscheint y als Funktion der Yeiänderlichen x 
und des unbekannten konstanten Parameters l. Setzt mau 
diese Punktion in die Nebenbedingong T=^l ein, so bestimmt 
sich hieraus BchlieMieh auch die Unbekannte X, Diese hängt 
also nnr von den Bedingungen des Froblemes ab und ist 
anabhängig von der willkürlichen Variation i'y, durch 
welche sie in (9) ursprünglich eii^eführt wurde. In der 
That gilt die Beziehung (10) auf Onmd der Differential- 
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gleichnng (11) fOr düe erlaubten YaristioiieD. 0y, ne {pli also 
auch fOr S'y, and die Gleichnng (9) ist fltr ein irillkfirliches S'y 
bei deiDBelben 1 immer eifBllL 

Das gewonnene Ergebnis wollen wir jetzt anf einige 
Betspiele anwenden. 

808. Die kleincte BotattonaMohe als laoperlmetriadhaa 
Problem. Wädte Kurve unter oBen isoperimdris^un , die 
ma» t» eitler Ebene annschen aivei gegthenen PiaHden siäten 
jfcom», isl diijenige, die bei der Botation um eine m der I^>ene 
gegebene Gerade die Heinste Sotationsftmhe ereeugt? 

Das Integral, welches ein WinimTiTn werden soll, ist: 

8 = 1 yYT^y^*dx, 

; man mnls also das Hinirnnm toq 
S+XT = 



überdies mals 



=/feH 



bestimmen. Da X eine Eonstante ist, bo ist die Rechunng die 
nämliche wie im ersten Beispiel (Kr. 878), and folglich ist 
die Kurve, welche die kleinste Oberföche erzengt, ebenfalls 
eine Kettenlime. Nor tann hier die Leitlinie der Kettenlinie 
der BiOtationsachBe parallel sein, ohne wie dort mit ihr zn- 
sammenznfallmi; Tielmehr b^tinunt sich der Abstand X der 
beiden Geraden durch die Torgeschriebene Bogenlänge l. 

unsere Aofgabe gestattet indessen noch eine andere 
Deatnug, die der Mechanik entlehnt ist nnd zur Benennung 
der „Kettenlinie" Anlab gegeben hat. Denken wir nns näm- 
lich die Karre zwischen ihren Endpunkten gleicbfSrmig mit 
Masse belegt, so wird die Ordinate ihres Schwerponktes gemäls 
der „Öaldinschen B^el": 

8 
»o = T 
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nnd wird mit S gleichzeitig zu einem Minimum. Die Ketten- 
linie mit horizontaler Leitlinie löst also die Aufgabe: unter 
allen homogen mit scku)erer Masse bdegten Kurven von gegäimer 
Länge zwischen geg^enen EnAßunläen diejenige eu finden, deren 
Schieerpunkt mißlichst tief liegt. Nach den Priuzipieoi der 
Mechanik wird demnach ein biegsamer schwerer Faden, d. h. 
eine Kette, zwischen zwei festen Ponkten aufgehängt, die 
Form einer Eettenlinie annehmen. 

894. Die Botatlotufläohe von kleinstem Tolomen. Welche 
Kurve isi unter <älen isoperimeU^chen su?ischen gegd>enen End- 
punkten dif^ige, für w?elche das Volumen der Eotationsfläche 
am Meinsten wird? 

Das lut^nd, welches ein Minimmn werden soll, ist: 



-'fy'dx, 



s. 

nnd Trie Torhin ist 

Man mnjs das absolate Minimum Ton 



? + ir 



-A- 



bestimmen, nnd hier ist: 

r=«» + iLl/l+«'*, r=2tf, Y. = -^£=y 

also wird, da x selbst in V nidit Torkommt, nach (3) in 
Nr. 884 fär ^, = 0: 

V-j/Y,^c 
das erste Integral der Differentialgleichung, d. h.: 

j,'+-^-c oder ^,_ ('-»■)<<» _ . . 

Dies ist die DifTerentialgleiclinng einer dastis(Am Kurve 
CNr. 762). 
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806. Die kl«liute Botatioiuflatilie von gegebenem Vo- 
lumen. Es soll die ebene Kurve bestimmt werden, wdc^ bei 
der BotatioH um eine in ihrer Ebene gdegene AdiM die UeinsU 
Fläche erzeugt, wdehe ein gegtitenes Vohmen einsehliefst. 

Das Integral, welcliea ein Minimum werden soll, ist: 



S=JyYT-i-^Ux, 




Wir Bnchen das sbsolnte Minimum des Int^^es 8 + XT 
oder, was dasselbe ist, des Integrales: 



eine neue an Stelle Ton X eingeflilirte Konstante ist. 
Nun wird 



also erhält man als erstes Integral der znm Minimum ge- 
hörigen Öleichnng: 

r-yr,-±&» oder y'+~^^=±b^, 

wobei b eine willkürliche Konstante ist Demnach wird: 



dx = 



(y'q:t')rfy 



Diese Gleichung ist die nämliche, welche wir in Nr. 755 
untersucht haben; sie gehört zu einer Kurve, welche von dem 
Brennpunkte einer Ellipse oder Hyperbel beschrieben wird, 
wenn diese, ohne zu gleiten, auf einer festen Geraden ihrer 
Ebene rollt, und erzeugt eine BotationsMche tarn konstanter 
miiäerer Krümmung. 
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896. Die Kurve von größstem Fl&olMnlnhalt bei g»- 
gebftner BogenlSage. Es aöH unter oJIe» Kurven von gegäymee 
Länge, vidäi/6 in einer Ebene liegen und durch die Punkte G 
und D hegremt sind, di^entge beslmmt werden, für welc&e die 
Fläche ABüD »machen der Kwve, der x-A/ihse imd den 
Ordinaten der Endpunkte ein Jtftmmum ward. 

DaB Integral, welches ein Mazimimi werden soll, ist hier: 




sein, wo l eine gegebene Länge bedeatet. Man mols also 
das absolute Moximnm des Integrales 



=/&H 



suchen, in dem X eine Konstante ist. Hier wird 

und mau hat wieder den zweiten Fall der Nr. 884; 
Lagrangesche öleiohta^ besitzt das erste Integral: 
F— j/ r, = c oder y + - 



wobei e eine willkürliche Eonstante ist. Hierans 



yii_(0_y)i 



x-(/'~yX'~(<;~ify oder (a; - c")» + (y - c)» = i». 

Die gesnchte Eurre ist also ein ^dshogen über der 
Sehne CD, dessen Radios X dorcb die Torgesohriebene Bogen- 
l&Dge l bestimmt wird. 

Soll non aber eine geschlossene Knrre unter allen isoperi- 
metrischen den grSlsten Mächeninhalt einschlialsen, so kann 
man sie durch passend gelegte Sehnen in solche Eorvenstücke 
zerlegen, welche einzeln den Forderungen des behandelten 
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ProblemeB gan&gen. Die Enrre moä also sub lanter Kreis- 
bc^en bestehen. Dafs aber alle diese Kreisbogen einem einzigen 
Ereiae angeboren, nnd dals dieser in der Tbat die verlangte 
Mazirnnrnseigeusdiaft besitzt (Nr. 891), wird dorcfa diese 
Betrachtungsweise Kvar nahegelegt, aber du-chaas noch nicht 
bewiesen. YergL die Schlnlsbemerkniig Nr. 901. 

807. Allgemeinere Isoperimetrisohe Probleme. Es soll za 
einem MjtTimnrn oder Minimtim gemacht werden das Integral 

(1) S^fvdx, 

w&hreucl {^eichzeitig r weitere Integrale Tofgeschriebene Werte 
annehmen: 

Xl K, ^ 

(2) Ty = lw^dx=\, Tt=rW,dx=^,... Tr= rWrdx=l. 

». ". «. 

Hier mdgen die Fonktioneu V, W^, W^, . . . Wr aalser x 
die unbekannte Funktion y mit ihren n ersten Ableitungen 
enthalten. 

Wir betrachten jetzt die r + 1- fache Knrvensdiar: 
(S) y - f(x) + «,(«) + ft», (,) + ... + f,»,(z), 

worin f(x) die gesuchte Funktion sein soll, die Funktionen 
tj(a!), 9j(x), . . . ^rix) aber gleichfalls allen Stetigkeitsbedin- 
gungen des Problemes genSgeu nnd an beiden Grenzen a^ 
nnd f 1 nebst ihren n — 1 ersten Ableitungen verschwinden 
mdgen. Dann werden alle Kurven dieser Schar fOr hinreichend 
kleine Werte der Parameter a, ßi, . ■ ■ ßr auch den Grenz- 
bedingungen genügen, nnd nach getroffener Wahl der Funk- 
tionen 1), #1, . . . dr verwandeln sich die Integrale 8, T^, ... T, 
in ebensoviele analytische Funktionen der genannten Parameter. 

Für « = 0, ft=ft = ... = ^, = wird y = /'(a:), und die 
Bedingungen (2) werden nach unserer Annahme von selbst 
erfailt. Im Qbrigen kdnnen die Gleichungen 
(2a) T,(«,ft,... /),)-!,, T,(«,ß^...ß,)-l„...T,(,«,ß„...ßr)-lr 
dasm dienen, die r Gröfsen ß als Funktionen der unabhängigen 
Vei&iderlichen k zn definieren. In der That ergeben sich 



^dbvGoo^^lc 



VuiatioDBreohniiiig. 



445 



Dach dem Satze Kr. 720 r analTtische Fnnktionen j3, («),... j3r(«), 
wdche eiclifnr a=0 8ämUicli atif reduzieren, in derUmgebang 
dieser Stelle regulär sind tiud die Gleichtmgeu (2a) erfOllea, 
vonraBgesetzt, dals die Fnnktionfddetenmnaute der r Fnnktioneit 
^i, Tj, . . . Tr nach der Veränderlichen /J^, ß^, . . . ßr an der 
betrachteten Ansgangsstelle a = 0, j3, = 0, . . . j3r ~ nicht 
Vers ch windet. 

Nun haben wie in Ni. 892 die partiellen Ableitungen der 
IntegnJe S, T^, . . . 2V nach den Patametem a, ß^, . . , ßr an 
dieser Stelle wieder die Form und Bedeutung von Variationen 
(ISt. 875), so dals wir achreiben können: 



= dr8 



(4) 






und die Bedingung für die Auflösbarkeit Ton (2a) nimmt 
die Form an: 



(ß) 



S^T^ S^T^...ärT^ 



+ 0. 



d,2; S^Tr...S^Tr 

Denkt man sich jetzt die gefiindenen Funktionen/}^, /!,,... /S^ 
in (1) eingeführt, so wird S eine Funktion von tt allein, 
welche fOr « = ihren grSJsten oder kleinsten Wert annehmen 
soll Daraus ergiebt sieh dann, wie in Nr. 874, die Bedingung 

g = fSr « = 0, 

während w^en (2a) gleichzeitig auch alle nach a genommenen 
totalen Ableitungen der Integr^e Ii, T^, . .. Tr verschwinden 
müssen. Wir erhi^ten also mit Benutzung der Bezeichnungen 
(4) fSr die Stelle a ^ das folgende System Ton Qleichungen: 



(6) 






. «iv+äiivyi + ■■■ + *, 3v 



■"f. 
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dft. 

da ^ 

elimiiiiereu, kann man wie in der Theorie der gewöbnlicheD 
Maxima und Minimit (Nr. 166) r MoltipUkatoreu l^, Jl,, ...Ir 
einfahren und erhält so das äquiTBlente öleichongssyatem : 



(7) 






9rS + X,9rTi+ ltSrT^+- ■ ■ + U^rTr^ 0. 



Hier kann man sich die Faktoren i^, . . . JU- unter der 
Yoraussetznng (5) durch die letzten r Qleichnngen als EWk- 
tionen der Yariationen d^S, S^T^, . . . S^^r ausgedraekt denken; 
sie sind also Bamtlich von x unabhängige Grölsen. Ea giebt 
demnach r Eonstanteu X^, X^, . . , Ir, für welche die erste 
Gleichung (7) gleichzeitig mit den Nehenhedingungen (2) 
bestehen muls, und zwar ffir jede erlaubte Variation dtf = i}(x). 

Dieser Gleichung kann man aber ebenso wie in Nr. 892 
auch die Form geben: 

(7a) 6(S + X,T, + iljj', + . . - + i„i;) = 0, 

und man erhält dieselbe Differentialgleichung für y = f{x), als 
wenn es sich darum handelte, das Integral 






(8) S*-^ Äf + i, Ti + ■ ■ ■ + ir Tr - / ( F+ X, TT, + ■ ■ . + i^Wr)dx 

zu einem absoluten Maximum oder Minimum zu machen. 

Die in der Lösung der Differentialgleichung aulser doi 
Integrationekonstanten noch auftretenden Parameter i^, Aj, . . . A, 
mÜBsen achlieJslich durch die r Nebenbedingungen (2) be- 
stimmt werden. Vorausgesetzt wird bei dieser Schlulsweise 
nur, dals die Bedingung (5) fdr ii^end ein System von 
erlaubten Variationen S^y, d^y, . . . 8ry erfQllt werden kmm, 
daTs also die betrachtete Determinante nicht für dUe solchen 
Variationen identisch rersdiwindei 



^dbvGi)i>^lc 



YariationBreohnaDg. 447 

898. Bine andere Klasse Ton Nebenbedliignngeit. Es 
haodeLt sich bier tun I^bleme, in denen das betrachtete 
Integral S mehrere unbekannte Funktionen y, si, w, . .. der 
onabbSngigen Veränderlichen x enthält, welche ihrerseits dorch 
Oleiohni^en oder Differentialgleichongen der Form: 

F{x, y, B,w,. .. y', e', w', . . .) = 0, = 0, .. . 

deren Anzahl nur die der unbekannten Fimktionen nicht Über- 
schreiten darf, miteinander verbanden sind. Da diese Qlei- 
chungen J^= 0, * = 0, . . . flir jeden Wert von X gültig sein 
müssen, so sind im Gegensatz zn den früheren Fällen eigent- 
lich anendlich viele Kebenbedingtingen zn erfüllen. Gleichwohl 
kann man auch hier die Methode der Lagrangeschen Faktoren 
anwenden nnd erhält dieselben Differentialgleichnngen, als sollte 
das Integral: 



S'-ß 



{r+xi + ii0+---)dx 



nach den Regeln von Nr. 880 zu einem Maximnm oder Minimum 
gemacht werden. Nur werden jetzt die Lagrangeschen 
Faktoren X, ft, ■ ■ ■ nicht mehr Konstanten sein, sondern 
unbekannte Funktionen Ton X, die erst nach der Inte- 
gration mit Hilfe der Nebenbedingongen F = 0, = a.8.w. 
bestimmt werden kSnnen. Der Beweis für die Richtigkeit 
dieser Methode mülste sich aber auf die Existenz von Kurven- 
scharen a stützen, die sich an die gesachte Karre stetig 
anschlielsen und für alle Werte des Parameters a die sämtlichen 
Nebenbedingnngen identisch ereilen, und ist besonders dann 
nicht ganz einfach, wenn diese Nebenbedin^^gen anlser den 
unbekannten Funktionen noch ihre Ableitungen enthalten. 
Wir wollen daher in unserer elementaren Darstellnng der 
Ymatioosrechnung von solchen Tillen absehen und uns auleer- 
dem zur Yereinftchang znnädiat auf Probleme mit zwei un- 
bekannten Funktionen und äner zwischen ihnen beetehenden 
Bedingongsgleichong beschränken. 

899. Behandlung des einfocliBten Falles. Es sei g^eben 
ein Int^al von der in Nr. 880 betrachteten Foinn: 
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(1) a-fy{x,y,.,,',.')äx (!,'-|s,.._£i) 

und zugleich eine Nebeabedingung: 

(2) F(x,y,z) = 0. 

Es wird also anter allen BawnJvarven y = y{x), e = g(x), 
welche auf der Fläche F=0 liegen, eine solche gesucht, die 
daa Integral (1) zn einem Maximnm oder MJTiiinnni macht, 
um diese Anfgabe zn behandeln, denken wir ans zunächst die 
Gleichung (2) nach x hatgel5at: 

(2a) e = h(x, y), 

nnd erhalten hieraus durch Differentiation nach x: 

(?) ''-p + n', 

WO p und q die nach x nnd y genommenen partiellen 
Ableitungen von h bedeuten. So geht das Integral (1) Aber in: 

(.la) S '^Jy{x, y, h{x, y), y' , p -f qy')dx, 

und dieses Integral, das nur noch eine einzige anbekannte 
Funktion y entlült, kann genau nach der Methode der Nm, 876 
nnd 877 behandelt werden. Bezeichnet man nänihch mit 
Y, Z\ Y^, Zj, wie in Nr, 880, die partiellen Ableitungen der 
urapr&nglichen Funktion V in (1) nach y, z\ y\ e' , so werden 
die Ableitungen der durch (2a) transformierten, in (la) er- 
scheinenden Funktion: 



==r + SZ + 2, 






-Y^^qZ^, 



und die Lagrangesche Differentialgleichong (Nr. 877) nimmt 
die Form an; 
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oder, weil 

dp 93 8'A 

3y ¥x dxdy 
ist, eisfEicli: 
(4) Y+qZ-T^-qZ[ = Q. 

Führt man hier fOr 9 nach (2) seinen Wert ein: 

wo JPy und ^j die partiellen Ableitungen von I nach ^ und e 

bedeuten, bo erMlt man: 

.. , r-r{ Z-ZJ 

(*») ^Fv :Fr^' 

oder, wenn man den Wert beider Quotienten mit — X bezeichnet: 

iY+lFf- rj = o 
^^^ \z+XF.-Zl=0. 

Za denBelben Gleichnngen aber wäre man gelangt, wenn 
man gemSia TSt. 880 die Mazima nnd Minima des Integrales: 



'ß 



(6) S*^j{V+lF)dx 

an^esadit hatte anter der Annahme, daTs A eine gegebene, 
y nnd z aber zwei Toneinaader nnabhängige nnbekannte Funk- 
tionen Ton X Beien. Es ist also wenigstens für den betrachteten 
Spezialfall die Berechtigung der Lagrangescben Methode er- 
wiesen. Ton dem gewonnenen Ergebnis wollen wir nun eine in 
der F^bentheorie besonders wichtige Anwendung machen. 

900. Eürseate Linien anf einer Flftohe. Es sei eine 
Fläobe in rechtwinkligen Koordinaten gegeben durch: 

Fix,y,z)=^0 

nnd auf ihr zwei Punkte {x^, y^, z^) und (a:,, y,, ?,), nnd es 
wird verlangt, die beiden Punkte durch eine ganz in der 

SsiiBt,DlK-n.Intagnl-BaduiimB. in. I.Anfl. 39 



^dbvGoo^^lc 



Flildie li^i^de Raumknrve y = y{x), e •= e(x) 
binden, dals die Bogenlänge: 



S-J}/l+y'*+0'>dx 



mögliolist klein wird. 

Hier haben wir genan den in der vorigen Nnmmer be- 
trachteten Fall eines YariationeproblemeB (1) mit zwei an- 
bekannten Funktionen and einer Kebenbedingong (3), nnd es 
wird in der dort verwendeten Bezeichnung: 

r=Z=0 T -= . y* . =^. Z .. "' ae — ■ 

wo ds das Element der Bogenlänge bedentet. 

Somit nimmt die Differeutialgleichnng (4a) des Problemes 
die besondere Form an: 

dx äs dx ds 



Hätten wir aber an Stelle von x die zweite Koordinate y 
znr onabbäugigen Yei^derlich^i gew^t, so hätten wir die 
folgende analoge Differentialgleichung erhalten, die sich auch 
direkt aus der ersten ableiten lielse: 

_d_ d« d dx 
dy ds dy ds 

und da beide Gleichung») offenbar gleichzeitig bestehen mSssen, 
so können wir sie auch vereinigen in der Form: 



Fx F, Fä 

welche eine einiaohe geometrische Deotung zolälst. 

Die Zähler der drei Änsdrtioke sind nämlich nadi Kr. 263 
proportional den Eosinns der Winkel, welche die Hanptnormale 
der Raumkurre mit den Achsen bildet, die Nenner d^egen 
sind proportional den Koeinns der Winkel, welche die Normale 
der F^che mit deneelbeu Achsen bildet. Es mols also die 
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Hanptnormale der Kurve mit der FlächeimonnBle zoBammen- 
&lleu, oder, was daeeelbe ist, ihre Oskolationaebene auf der 
Tangeatialel>eiie senkrecht stehen. 

Bezeichnet man nun eine Kurve der Fische, welche 
diese geometrische Higeusehaft besitzt, als eine geodätische 
Linie, so hat mau den Satz: 

Satz, Dis Mrgesten lAnien auf einer Fläche müssm 
geodätische Linien san, d. h. ihre Oshuidtümsi^enen stehen ü&^oS 
normal eur Fläche. 

801, ATudehnnng der Uethode anf beliebig; viele Funk- 
tionen nnd fTebenbedingnngen, Gesucht werden n Funktionen: 

der unabhängigen Yeränderlichen x, für welche das Integral: 



(1) S- 



=^J y{<^> yu Vif- Pn' yi> y%'--- yl)^^ 



ein Maximnm oder Minimum wird, während gleichzeitig für 
ein beliebiges r<H die r Bedingungen bestehen: 

(2) F,(x, y„ y„ . . . y,) = 0, F,{x, y., y„ . . . yj = 0, 

Wir betrachten jetzt die ein&cbe Schar («) der Funktionen: 

(3) y. = fiix) + a%(.x), ... y^" fnix) + anjx), 

in welcher alle Funktionen i} an beiden Integrationsgrenzen 
Xq nnd Xi verschwinden sollen. Diese Funktionen y denken 
wir ans in (2) eingesetzt und erhalten so für jede Kombination 
von X und a r analytische Gleichungen zwischen den n Funk- 
tionen %, %)■■■ %> welche ffir a=>.0 Ton selbst erfOUt 
sind. Es werde nnn vorausgesetzt, dals die Fonktion^- 
determinante A der r Funktionen F nach r Variabelen y, wir 
nehmrai an, den r letzten y^_^ , j, ... y^, für alle Werte x 
des Intervalles nnd ftir u = von Nnll verschieden seL Dann 
kann man die n — r Funktionen ijj, i],, . . . i; _ willkürlich 
annehmen und für jeden Wert x xmA. fBr hinreichend kleine 
Werte von « nach Nr. 720 die r Oleichnngen (2) nach 
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den TJnbekaimten ij._^,,, ■■• % aTiflöaen. Diese ei^ebeu 
sich als Potenzreihen in a, sind gleichzeitig stetige Fnnktionea 
Ton X und mfissen ebenso wie die Funktionen iji, . ■ > %_ 
an beiden Grenzen Xg und x^ Terschwindem. Denn sie sind an 
jeder Stelle x durch die Werte %, . . . %_r eindeutig bestimmt, 
und die Gleichungen (2) werden au den Grenzen sicher erfOllb 
durch i^i ~ 0, . . . 17, = 0. Für die Ton a freien Anfangs- 
glieder ^„_^ , j, ■■ ■% ^«r Entwickelungen erhält mau aus (2) 
durch Differentiation nach a an der Stelle a = 0; 

also r lineare und homogene Gleichungen ^ die Orßlseu 
%^r+i' ■ • ■ ^1. '**''' ^^^ Determinante A =4= 0- 

Wir erbalten somit ^r jedes zuHissige System der 
Variationen %,.-■)}_ eine Eurvenschar (3), die alle Be- 
dingungen (2) befriedigt and an beiden Integrationsgrenzen die 
vorgeschriebenwi Werte der y^, . . - y„ liefert. So wird S 
wieder eine analytische Funktion von a, deren Ableitung an 
der Stelle a = 0, welche dem Mfaintnm otler Minimum entspricht^ 
wie in Nr. 874 verschwinden muls. Wir babrai also wieder: 

(^) ., (ID.-«« 

oder nach AnsfOhrm^ der partiellen Int^ration, wie in Nr. 876, 
unter BerQcksichtignng der Qrenzbedii^ungen: - 

(Öa) dS^ I (1^71,+ Li% + --+ Lnn^)dx~0, 

wenn man analog, wie dort die Abkfirzungen einfBhrt: 



i,=- 



dv 
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Sind mm i^t X^, . . . Xr irgendwelche Ftmktioiien voa x, 
Bo kann mau wegen (4) in Gleichung (6 a) unter dem lut^p^- 
zeichen noch hmznfligeu den Aasdmck: 

X^dFj^ + X3SF3 +•+ XrdFr= 0. 

Nach der über die Fmiktionaldeterminaiite A gemachten 
ToraiiBsetzang kann man aber diese Funktionen l so wählen, 
da& gleichzeitig: 



(6) 



L* . -i„ +A,^ +--- + A,^ 



Dann werden also in (Sa) die sämtlichen mit %_^,.^, •••% 
mnltiplizierten Glieder heraorfallen, nnd es bleiben unter dem 
Integralzeichen nnr die Glieder: 

Lffll + £*.% + ■ ■ ■ + L*_rf,„_,. 

Da nnn aber die Funktionen iji, . . . ti„_rt abgesehen Yon 
den Grenzbedingnngen, willkürlich sind, so können wir wie 
in Nr. 880 BchlieTsen, dafs auch ihre Koeffizienten Xf , . . . Lt—r 
sämtlich verschwinden müssen. Wir erhalten also mit Bück* 
sieht auf (6) das simultane System der Differentialgleichungen: 

(7) i..i,+ i.^+;.|S+...+ j,^_0, 
oder 

fOr i^— 1,2, ... n. Die in Kr. 898 angedeutete MeÜtode der 
Lagrangeschen Faktoren hat sich ^o auch hier als richtig 
herauBgestellt. 

Zum Zwecke der Integration muTs man aber die » linear 
vorkommenden Multiplikatoren X wieder eliminieren, d. h. ihre 
aus (6) gewonnenen Ausdrücke in die n — r Übrigen Glei- 
chungen (7) einsetzen, nnd erlült bq ein neues System von 
n — r Differentialgleichungen zwischen den y allein, welche in 
Gemeinschaft mit den r Bedingnngsgleichnngen (2) znr Be- 
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Biimmmig dieeer n nnbekanntfln Funktionen j/„ y, . . . jf^ dienen 
können. 

90a. Sohlnflibdmerknng. Die in diesem Kapitel entwickelten 
Methoden der Variationarechnang ennSglidien nna in einer 
Reihe von Fallen die Änfstellong Ton Bifferentialgleichnngen 
nnd Grenzbedingongen, denen die geBuckten Fonktionen genügt! 
mÜBBen. Dagegen bKeb die Fr^e noch unerledigt, ob oder 
unter welchen Bedingungen die gefundenen Funktionen anch 
wirklich dos betrachtete Integral za einem Maxirnnm oder 
Miuimiun machen. Die nähere Unterenchnng zeigt nun, dafa 
die Lösungen der Lagrangeachen Differentialgleichungen nur 
innerhalb bestimmter Grenzen, welche durch weitere Eriterien 
gegeben werden, unsere Forderung erfOllen, diese Eigenschaft 
aber verlieren, wenn man das lutegrationBinterTall Aber diese 
Grenzen hinaas erweitert. 

So gilt in der Aufgabe Nr. 900 die EigeuBchaft, die 
kürzeste Liuie zwischen zwei Punkten auf einer F^he zu 
sein, nicht notwendig fOr alle Bogen einer geo^tischen Linie. 
Auf der £ngel z. B. siad die geodätischen Linien Hauptkreise, 
d. h. Ereise, deren Ebenen durch den Eugelmittelponkt gehen. 
Aber zwischen zwei Funkten eines solchen Hanptkreises hat 
nur der kleinere der beiden verbindenden Kreisbogen, welcher 
kleiner ist als der Halbkreis, die Eigenschaft dea Minimoms. 

Die Aufstellung der neu hinzukommenden Bedingungen 
und der Nachweis, dals diese Bedingungen in ihrer Gesamt- 
heit fKr die Existenz eines Maximums oder Minimums aaeh 
hinreichend sind, erfordert aber kompliziertere Hilfsmittel, wie 
die „zweite Yariation" (Nr. 875), oder ein aus Lösungen der 
Lagrangesdien DifiTerentialgleichang gebildetes „Feld", nnd 
würde über den Rahmen unserer elementaren Darstellung 
hinausgehen. Bezüghch dieser Fn^en sind wir also genötigt, 
auf die speziellen Lehrbücher der Yariationarecbnnng zu rer- 
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Anhang. 



Zar Aitegnttioii der partiellen DifferentisJgleichaiig in der 

Theorie der Funktionen einer komplexen Teränderliehen. 

Ton A. Harnaek. 



Der in Nr. 641 gegebene Beweis für die Entwicbelbarkeit einer 
Funktion der komplexen Yarialwlen e nach steigenden Potenzen von ts 
innerhalb eines Gebietes, in welchem f{ß) eine eindeutige and 
stetige Funktion ist, die zugleich eine eindeutige und stetige Ab- 
leitang fiii) besitzt, stützt sich auf den Integralsats von Oanchy, 
der in der Nr. 639 hergeleitet wurde. Ifan kann aber ver- 
mittelst der Fourierschen Beihe einen direkteren Beweis fOr 
dieses grundlegende Theorem geben, der anmittelbar auf die 
Patenzreihe ftlbrt. Ich teile denselben hier mit, im wesentlichen 
in der Form, wie ich ihn im 21. Bande der Math. Aimalen auf- 
gestellt habe, da er zugleich eine allgemeine Methode für die 
Integration linearer partieller Differentialgleichungen enthält, durch 
welche sich nicht nur die in den Nm. 869 — 872 behandelten Auf- 
gaben, sondern auch die analogen TOn Eugelfunktionen abhängigen 
Probleme der Fotentialtheorie in exakter Weise erledigen lassen. 

1. Stellung des Problema. Es sei ein die Ebene g ^3i-{-iy 
oder einen Teil derselben einfach fiberdeokendes einfach oder 
mehrfach zasammenhängendes Gebiet gegeben; für alle Punkte im 
Innern des Gebietes sei eine Funktion tc = u -|- tv definiert, welche 
dort überall etnen bestimmten endlichen, mit der Lage des Punktes (x^) 
stetig sich ändernden Wert hat und femer partielle Ableitungen nach 
X und y besitzt, die ebentyis für alle Punkte im Innern stetig sind 
und dabei den Gleichungen 

WS« dv du dv , dw , .Zv) . 

genügen. Dann soll gezeigt werden, dafs die Funktion w eine Funktion 
der komplexen Vei^nderlichen e •>' x -f ty in dem Sinne ist, dafs 
sich dieselbe überall im Gebiete durch Potenzreihen darstellen 
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litai; d. h. bezeichnet a einen beliebigen Fnnkt im Innern des 
Gebietes, so iat: 

w = Oo + (Ii(ä — o) + a»(« — a)* + ■ • ■ + a»(« — o)" + ■ ■ ■ . 

und diese Beibe kouTergiert znm mindesten filr alle Funkte e 
innerhalb eines Kreises lun den Punkt a als Mittelponkt, der 
ganz im Innern des anfBngUch definierten Gebietes liegt, also die 
Kandkorre &llenfolls berührt, aber nicht dnrohschneidet. Aus 
dieser Beihe folgt, dafs auch alle Ableitongen der Funktion u> 
innerhalb des gegebenen Gebietes £Wktionen der komplexen Yana- 
belen e ohne singulare Punkte sind. 

Man kann das Problem aaoh Termittelst der reellen Punk- 
tionen U und V allein aussprechen: Wenn zwei Funktionen « und 
V der reellen YerSnderlichen x und 1/ die Eigenschaft haben, dafs 
sie nebst ihren ersten partiellen Ableitungen innerhalb eines ge- 
gebenen Gebietes eindeutig und stetig sind, und dafs anJjerdem 
zwischen diesen Ableitungen die Gleicbongen (l) besteben, so 
existieren auch alle höheren Ableitungen der beiden Funktionen w 
und V, und diese selbst lassen sieb &ls der reelle und imaginäre 
Bestandteil einer nach Potenzen tob z — a fortschreitenden Beihe 
darstellen. 

Endlich kann man noch einen Schritt weiter gehen und das 
Problem nur an einer der Funktionen u oder « formulieren. 
Setzt man nämlich von der Funktion u Toraus, dafs sie aacb 
eine zweite partielle Ableitung nach x besitzt, und dals dieselbe 
eine stetige Funktion der beiden Variabelen ist, so erbftlt man 
durch Differentiation der ersten Differentialgbicbung zwischen m 
und v: 

dx* dxdy 

nnd daraus folgt, dafs man die zweite Differentialgleichung des 
Systems (1) nach y difFereutiieren kann, und dals demnach 

dy'dx dy* 

ist. Man erhalt folglich fOr u die Gleichung : 

Umgekehrt: wenn eine Funktion u die Eigenschaft hat, dals 
ihre zweiten partiellen Ableitungen g— |i 5— j innerhalb eines Ge- 
bietes stetig sind und dieser Gleichung genfigen, eo läfst sich 
immer eine stetige Funktion v finden, fflr welche 
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dv du dv Su 

wird; denn die Bedingung des ex&kten DifFereatiales iai eritkllt. 
Sonach wird mit den vorigen Problemen zugleich daa dritte bewieaen 
sein: Wenn eine Funktion u der beiden reellen Veränderlichen X 
und y innerhalb eines Gebietes eindeutig und nebst ihren par- 
tiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung: j^» 5-1 g^i 
g— i stetig ist, v^hrend die zweiten Ableitungen die tileichnng (2) 
beiiiedigen, so sind auch alle Ableitungen von u stetige Funk- 
tionen der beiden Variabelen in. diesem GeÜete, nnd es existiert eine 
„konjugierte" Funktion V, welche den Gleichungen (l) genfigt. 

a. Integration äer DtfElarentialgleiohiingen. Da es eich 
um. den Kachweis einer Potenzentwickelung um einen beliebigen 
Punkt a = a + iß handelt, so Mhre man Folukoordinaten ein: 

a! = « + rcos#, j = p + rsin# 
und setze: 

w = f(ix + r cos 9, ß + r sin *) = «(f, *) + ie^r, *). 

Der Badius r darf nur so grofs gewählt werden, daüa der 
zugebSrige Kreis nicht über das gegebene Gebiet hinausreicbt; 
dieser Maximalwert von r, welcher zu einem bestimmten a und ß 
gehört, beifae S. Die Funktionen u und v sind stetige Funk- 
tionen der Variabelen r und # und auläerdem periodische Funk- 
tionen von 9 mit der Periode 3». Es wird nun: 

dw dw „ , Sw - - 

^= j^oos* +5^aiii#, 

mitbin lautet die Differentialgleichung (l) in Polarkoordinaten: 

Dieselbe zerlegt sich in die beiden; 

Wdu \ dv 0» 1 0« 

?i?-7?fr = <'' 17 + lU-^- 

Da die partiellen Ableitungen ^> -^ auch an der Stelle 
r = endlich bleiben, so ist für alle Werte von 9: 
(5) lim gl = und limg| = 0. 
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Weil nun auf jedem Kreise mit dem Badhu r <iBSia OrSJ^en 
u und V stetige FnnMionen Ton 9 sind, welche überdies die stetigen 
AbleitnBgen ^ ond ^ besitzen, so sind die Werte von « und v 
aosnahmslos durch Pouriersche Beuten darstellbar (11, S. 390); 
d. b. es ist; 

«(r, #) = A> +^(^* '"'8 Ä# + £i sin k6), 
c(r, &) = Aj,+ V(Ai cos *Ä + Bt sin ft*). 



(6) 



■^"^ /»(r, #)d#, A — ^ /u(r, #) cos *#i#, 
+« 
Bi = - I «(r, #) sin Ä»d#, 

und A{, Bt analoge Ansdrtloke in v sind. Demnacb ist; 

(7) w = ^0+ i\+^[(At + i\t)coak& + (Bt + tBj)sin**]. 

Die Koeffizienten At, Bj,, A*, B* sind reell« Punktionen des 
Badins r. Wie mfissen diese beschaffen sein, damit die pai- 
tiellen Differentialgleichmigen (4) erflUlt sind? Man kann die Fr^e 
nicht BO ISsen, dafa man die Reihen (6) gliedweise sowohl nach r 
wie nach & differentiiert; denn damit wßrde die Darstellbarkeit der 
Funktionen -g-i ^ u.s.w. durch trigonometrische Beihen Toraus- 
gesetzt werden, die aus der Stetigkeit dieser Funktionen allein 
nicht herrorgeht. Uan gelangt vielmehr zu den gesuchten Rela- 
tionen auf entgegengesetztem Wege, indem man die Differential- 
gleichungen integriert. 

Multipliziert man die erste der Gleichungen (4) mit ain fc#, 
80 wird: 

und da diese Gleichung fSr alle Werte von 6 gilt, so wird auch: 

(8) *■/ If siak&d»~ f ||sinft*d9 = 0. 
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Das zweit« Integral läfst sich durch partielle Integration 
nmformen; es ist: 



/ ^ sin k» d& = [v BiD kO] — k j V c 



und da der erste Tenn der rechten Seite Tersohwindet, so l&ntet 
nunmehr die Gleichung (8): 

+« +« 

Da femer -^ eine stetige Funktion der beiden Variabelen 
ist, so ist: 



/f:«!- '"»-!/»» 



und sonach erhält man an Stelle von (8) die Bedingungsgleichung: 

(9) r^' + JA._0. 

Wird dieselbe Differentialgleichung (4) mit cos Ä ■& multi- 
pliziert, so folgt nach demselben Verfahren: 

(10) r^-kBi^O, 

and wird die zweite der Gleichungen (4) in derselben Weise be- 
handelt, so erh&lt man: 

(11) /^_ftA,=0, 

(12) r^ + kBt^O. 

Das simultane System dieser ^er Gleichungen definiert die 
Koeffizienten für die Seihenentwickelnngen (6) der Funktionen u 

und w; dasselbe gut für alle Werte von k =• 1 an. Für Ä ■■ 
hat man die Gleichungen: 

/!?■'* + 7/II''»-» ■'^« ^ = «. 

D„ii„.db,Go(5glc 
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da u und V auf jedem EraiBO stetig und periodische Fnnktlonea 
von 9 sein mflssen. Also und A^ und A^ Konstanten. Das obige 
System aber IftCst sich in einfachster Weise vollstäadig integrieren. 
Differentüert man die Gleichung (9) nach r, was gestattet ist, 
da A) eine Ableitung nach r besitzt, so folgt: 

oder wegen (12); 
(13) 

Demnach wird mit Hilfe von (9): 

f B*-.(?,r* + (7jf— *, 
*-^*^ 1 A*--C,r* + C,r-*, 

und nach dem gleichen Verfahren: 

(Ai=Cir''+Cir-*, 
j B*=Cir*-Cir-*. 
Die Groben C^, (?j, Ci, 0% sind vier willkürliche reelle Lite- 
gratiouskonstanten. Da aber u und v auch für f — endlich 
bleiben, so ist z. B. auch 



/• 
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fflr r = endlich. Mithin müssen die Koeffizienten der negatireii 
Potenzen von r sämtlich Dull sein, d. h. es ist: 

(16) Bit - Cir*, Ajt C^r\ At = C^r*, B* = Cir\ 

Weil solche Gleichungen fOr sämtliche Werte von k gelten, 
wKbrend die beiden Integrationskonetanten je nach den Werten 
Ton k verschieden sein können, so sollen diese Konstanten eben- 
falls durch den Index k unterschieden werden. Man setze also; 

A-C^o. Ao=Ci, -£i = At=Cir*, Bi = Ai=Ctr\ 
so erh&lt die Reihe (7) die Form: 

m = {Ca+ iCi) +^[(Ct + iCi)r^coBk» + {-Cl-i-iCt)r''Bmk»] 

w = {Ca+ iCl) + V (Ci + iC'C) r" e*** 

= (0„+ iCi) +^(C, + iCi) (^ - ay, 
sie ist also eine Potenzreihe der komplexen Variabelen e — a. 

Digimed bvGi)l>^lC 
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8, Die Lanrentsohe Beihe. Du Auftraten der nega- 
tiven Potenzen Ton r in dem yollatOndigen Integr^e (14) dea 
Bimultanen Byatemea weist darauf hin, dala die soeben ent- 
wickelte Methode eine Erweiterung des Problemes gestattet: ea 
sei die Funktion le so beaoliafren, dafs sie fOr eine endliche 
Anzahl von Stellen im Innern des gegebenen Gebietes unendlich 
wird. In diesem Falle kann man einen solchen singolären 
Pankt C mit einem Kreise von beliebig kleinem Badius ^ um- 
schliefsen, dessen Mittelpmikt c ist, und auiserdem einen zweiten 
Kreis yom Badius B mit demselben Mittelpunkt konstruieren, 
dessen Radius so grofs gewählt wird, dalä in dem ringförmigen 
Gebiete zwischen ^ iuid S kein ünendlichkeitsponkt der Funktion 
angetroffen wird. Für alle Werte von r zwischen ^ und B ist 
alsdann die Funküon w durch eine konvergente Fotenzreihe von 
der Form: _ 

ausdrflckbar, wobei Vt und Di ein neaes Paar von Integrations- 
konstanten bezeichnen, welches oben zuerst Oi and C, genannt 
wurde. Diese Entwi(^elung bleibt bei beliebig kleinen Werten 
von r giltig und stellt die Laurentsche Reihe dar. Wird nun 
die Funktion im Punkte c derart nnendÜch, dafs das Produkt w(e — c) 
fOr = c gleich Null wird, so müssen auch jetzt noch alle Koeffizien- 
ten der negativen Potenzen von *■ verschwinden, und ea besteht also 
der Satz: Wenn für eine Funktion v>, welche im übrigen den 
anfänglichen Bedingungen (Nr. 1} genügt, nur die Möglichkeit offen 
gelassen wird, dals sie in einzelnen Funkten im Innern des 
Gebietes unendlich wird, so jedoch, dafs überall auf der Fläche 
«(« — e') für ß "• «' gleich Null wird, ao iat sie notwendig nebst 
allen ihren Differentialqnotienten in allen Funkten im Innern der 
Fläche ohne Ausnahme endlich und stetig. 

Sind in dem Gebiete beliebig viele Unendliohkeitsstellen 
enthalten, so gilt die vorstehende Reihe fUr jedes durch zwei 
konzentrische Kreise begrenzte Gebiet, in welchem keine sioguiaren 
Funkte gelegen sind; nur kann in diesem Falle der innere Kreia 
im allgemeinen nicht mehr beliebig klein gemacht werden. 

4. Znaatae, Es soll nun untersacht werden, in welcher Weise 
sich die Voraussetzungen dea Theoremes in Nr. 1 noch erweitem 
lassen, ohne dab die Giltigkeit desselben aufhOrt. Es sei nach 
wie vor w innerhalb des Gebietes eine durchaas steHge Funktion 
{ohne üuendlichkeitspnnkte); aber es gebe Stellen, von denen 
sieht bekannt ist, ob an denselben die Differentialgleichung 
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vennitteUt endlicher bestimmter Werte der Ableitungen ereilt ist, 
Stellen also, an denen entweder diese Ableitungen einzeln oder 
beide anbestimmt, auch unendlich werden, oder an denen die- 
selben nicht mehr der DifferentLalgleichang genügen kOnnten. Anc^ 
werde die MSglichkeit offen gelassen, daTs Stellen vorhanden sind, 
an denen diese Ableitungen, mOgen sie dort der Differential- 
gleichnng genflges oder nicht, nicht mehr stetige Funktionen aar 
beiden Yariabelen x and p aind. 

W&hlt man wiederum einen beliebigen Punkt im Innern des 
Bereiches zum Mittelpunkt der Beihenentwickelimgen, wie sie 
dorch die Gleichungen (7) definiert sind, so werden alle früheren 
Schlösse, ans denen herTotf(ing, dafs die EoeifiEimitett gemäfs den 
Qleichungen (16) Potenzen von r multipliziert mit bestimmten Eon- 
stauten sind, anwendbar sein, wenn dreierlei erhalten bleibt. Erst- 
lich müssen diese Eoefßzienten noch immer stetige Funktionen von 
r* bleiben, und dies ist zofolge der Definition derselben vermittelst 
bestimmter Integrale in der Tfaat der Fall, wenn u) dm-chaus stetig 
äÄt äBt d^^ dBt 
ist. Zweitens müssen auch ihre Ableitungen -^» -^— > -^—> -j— 

stetige Funktionen von r sein, und drittens mfisaen die Differential- 
gleichungen (9) bis (12), wenn sie auch nicht von Tomherein als 
fOr jeden Wert von r geltend bekannt sind, doch in beliebiger 
NShe eines jeden Wertes Geltung haben. Sind nämlich die 
Koeffizienten nebst ihren ersten Ableitungen stetige Funktionen 
Ton r, 80 folgt, daTa diese Difibrentialgleichungen ausnidimBlos 

dBi 
erfQllt sind, weil zwei stetige Funktionen -^ und At, welche der 

Gleichung (9) 

in jedem kleinsten Intervalle mindestens an einer Stelle genügen, 
durchweg diese Belation befried^en. 

Die Stetigkeit der ersten Ableitungen bleibt gesichert, sobald 
das simultane System erster Ordnung bei allen Werten von r mit 
Ausnahme einer diskreten Menge Geltung hat, oder geuaner, sobald 
man weifs, dafs die Gleichong 
dBt 
dr ~ 

und die analogen im allgemeinen bestehen, nämlich so, dafs die 
Werte von r zwischen und R, für welche die beiden Seiten 
um mehr als eine beliebig kleine Zahl S differieren, stets nur 
eine Menge bilden, die sich in eine endliche Anzahl von Inter- 
vallen einschliefsen lälst, deren Summe beliebig klein gemacht 
werden kann (vergl. Nr. 405). Denn wenn dieses der Fall ist, 
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SO folgt duTcli Integraüoii, dals die EanktioiL B^ die Ableitung 

A* besitzt, die in der That durchaus stetig ist. Dabei ist 

*" dB, 

allerdings noch angenommen, daTs die Ableitung -^ bei ihrer 

Integration nach r die Punktion Bt liefert, was aus den an- 
genommenen Bedingungen dann unmittelbar herrorgebt, wenn die 
Ableitung zugleich durchans endlich ist; dagegen ist dies eine be- 
sondere Bedingung, wenn auch die Möglichkeit offen gelassen wird, 
dafs die Ableitung unendlich wird. Die Forderung, daJj das simultane 
System bis auf Werte einer diskreten Uenge von r gegeben sein 
mufs, soll nun Termittelst der ursprOuglichen Differentialgleichungen 
(4) ausgedrückt werden. 
Ana der Gleichung 

^ Bmk9 — — ^smÄ;ö' = 
und den analogen kann bei festem Werte von r stets die Gleichung': 



MC. 



dr ^sinfc»-±^sinM d# 



^' 



*)d 



gefolgert werden, wenn innerhalb des ebenen Clebietes alle die 

Stellräi, an welchen die obige Gleichung nicht gilt, in Fl&chen- 

stBcke eingeschlossen werden kOnnen, deren Summe beliebig 

Uein ist Führt man zui^chst die innere Integration aus, so folgt: 

/ dr / 1^ sin Ä!# dO 4- / y * /« COS *» Äft = 0. 

Tertanscht man die Integration im ersten Integrale, was ge- 
stattet ist, wenn wir die doppelte Integrierbarkeit (vergl, Nr. 576) 
von 3- voraussetzen, ao wird dasselbe gleich: 
+ « ,■ +x 

I Biak9d9 1 ^dr — i am k9d»[uf . 

Also wird in unserer früheren Bezeichnung: 

[Bi'} +k I ^dr = oder ^ + ^A*-0 n.s.w. 



^dbvGoOglc 



464 Anhftiig, Zotbt^ntioii der partiellen Differeiitisigleiciliingn. B.w. 

Sonach ISIst sich dem Hauptsätze die FaSBong geben; Waiin 
eine Funktion w innerhalb eines die Ebene einlach Oberdecken den 
Gebietes amnahmslos stetig ist und der Differentialgleichung 

?w Bu) _ 

Ji + 'Tj,-^ 

„im allgemeinen** gentigt, d.h. so, daTs die Funkte, an denen 
diese Differentialgleichung nicht erfOllt ist, sowie die Punkte, an 
denen die partiellen Ableitongen -rr-t -^ (oder die partiellen Ab- 
leitungen ^> n^ j unbestimmt zwischen endlichen oder unendlichen 
Grenzen oder unstetig werden, nur ein lineares System erfüllen, 
d. h. in eine endliche Anzahl yon FUlchenelementen eingeschlossen 
werden können, deren Summe beliebig klein gemacht werden kann; 
wenn ferner die partiellen Ableitungen die doppelte Integrierbarkeit 
gestatten, so daTs 

ist, so iat die Funktion w nebst allen ihren partiellen Differential- 
quotienten fOr alle Punkte im Initem dieser FlSche endUch mid 
stetig, und es sind tkberhanpt keine Ausnahmepnnkte Torhanden. 
Wird sohliefalich noch die Möglichkeit offen gelassen, daTs 
auch die Funktion w) an irgendwelchen Stellen im Innern des 
Gebietes zwar endlich bleibt, aber unstetig wird, so gelten alle 
£1Üieren S&tze, wenn diese Unstetigkeita stellen so Terteilt sind, 
dafs erstlich die Integrale A^, A^, Ai, A«, Bi, B« stetige Funk- 
tionen von r bleiben, und dafs zweitens, weil der Satz der teil- 
weiaen Integration auf jedem Kreise und jedem Radiusvektor an- 
gewandt wurde, u und v nur bd Werten von r, die eine diskrete 
Üeuge bilden, unstetige Funktionen von 9 sind, und ebenso nur 
bei diskreten Werten von Q unstetige Funktionen von r. Diesen 
Forderungen wird genflgt, falls die Stellen, sji denen die Stetigkeita- 
hedingung von w nicht erftlllt ist, auf einer beliebigen Kurve 
nur eine diskrete Menge bilden, und ebenso die Kurven selbst, 
auf denen sie gelegen sind, nur ein diskretes System zusammen- 
setzen. Unter diesen Bedingungen kann w überhaupt an keiner 
Stelle im Innern des Gebietes unstetig sein, wenn eine durch Ab- 
Knderung des Wertes in einzelnen Punkten hebbare Unsteügkeit 
ausgescMossen ist. 



^dbvGoOglc 



Bemerkungen. 



Brrtes KapltflL 

669. Der Begriff des „ Linien elementes" wurde von S. Lle 
eingefOhrt. Eine ausfQlirliclie Darstellung dieses Begriffs and seiner 
Anwendungen findet sich namentlich bei: 

Lie-Scheffera, Geometrie der Berührungstranafomiationen, 
Leipzig 1896. 
S60. Der Existenzbeweis für die Integrale gewiJbnlicher 
Differentialgleichungen läfst sich auch auf anderer Grundlage fahren, 
wobei die Differentialgleichung, d, h. im einfachsten Falle die Pont- 
tion fix,y) nicht notwendig als analytisch vorausgesetzt zu werden 
braucht. Dieser Beweis geht ebenso wie der hier gegebene auf 
Canchy zurück; er ersetzt die Integralkorre approximativ durch 
ein Polygon und findet sich z.B. bei: 

Lipschitz, Lehrbach der Analysis Bd. II S. 504 ff., 
Picard, Trait^ d'analyse, Paris 1891—96, t. H p. 291 ff., 
Jordan, Cours d'analyse, Paris 1893 — 96, Nr. 77—79, 
wo er unmittelbar für Systeme von Differentialgleichungen geführt 
wird. 

661 — 662. Auch die Existenz der impliciten Funktion einer 
oder mehrerer Veränderlicher läfst sich durch Integration ihrer 
Differentialgleichung nach der in der vorstehenden Bemerkimg an- 
gedeuteten zweiten Canchyachen Methode beweisen, vergl. die dort 
angegebene Litteratur. Einen neuen Beweis ftlr die allgemeinste 
implicite Funktion durch „suceessive Approximation" giebt: 
H. A. Schwarz, Ber. d. Berl. Akad. 1897, 11 S. 948—954. 
666 ff. Eine ausführlichere Diskussion der Disferiminanten- 
kurve und ihrer Eigenschaft als singuISrer Lösung der Differential- 
gleichong findet sich bei: 

Darboui, Bull. d. sciences matt. t. IV (1873) p. 158 — 176. 

Zwaltea KaplteL 

687. Zur EinfQhrung in die Theorie und Anwendungen der 
elliptischen Funktionen ist zu empfehlen: 

B. Fricke, Analytisch - funktionentheoretisclie Yorlesungen, 
Leipzig 1900, Kap. IV u. V, 
sowie fOr die fiinktioneutheoretische Behandlung besonders; 
Jordan, Gonrs d'analyse II, eh. VL 

Bctiet, SUI.' n.Iutegial-Bsohniu^, HL i.Aafl. gO 
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698. Über die geometrische Bedeutung des Multiplikators 
und seine Bestimmung vermfige der infinitesimalen Transformation 
vergl. hier Nr. 706. 

696. Die hier sich ergebenden singul&ren Punkte sind typisch 
fllr die bei Diffsrentmlgleichongen erster Ordnung Überhaupt an^ 
tretenden Singnlaritfttfln im Beeilen. Eine allgemeiae Elassifiziening 
dieser Singularitäten und weiterer chuakteristischer Eigenschaften der 
Integralkorren in Bezug auf ihren allgemeinen Verlauf findet sich bei: 
Ficard, Trait4 d'analjse t m, cK IX a. X. 

709, Eine allgemeine Theorie der Tf^^Kurren, gegründet auf 
ihre Eigenschaft, Gruppen von projektiven Transformationen zu 
gestatten, geben: 

Klein und Lie, Uath. Ann. 4, 8. 50 — 81. 

708 S, Der Begriff der „infinitesimalen Transformation" bildet 

gemeinsam mit dem Begriff der „Transformation agruppe" die Orond- 

lage der Lieschen Theorie, die ihre vollständigste Darstellung findet in; 

Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen, Leipzig 189S, 

I— m. 

Elementarer und kürzer ist: 

Lie-Scheffera, Yorlesnngen über kontinnirliche Gruppen, 
Leipzig 1893; 
und apeziell die Anwendung auf die Integration gewöhnlicher 
Differentialgleichungen in Behr elementarer Darstellnng giebt: 
Lie-Scheffers, Vorlesungen über Diffarentialgleidiungen mit 
bekannten infinitesimalen Transformationen, Leipdg 1891. 
713. Über den Begriff der „Berfllirungstransformatioa" vergL 
Lie-Scheffers, Berührungstransformationen, (a. o.) 

Drittes KaplteL 

718 — 723. Über Existenztheoreme für STsteme von Differential- 
gleichungen nnd implicite Funktionen vergL die zu den Nrn. 660 
bis 662 angegebene Litterator. 

733. Die Theorie der Tolla^digen Syst«ue und Gruppen 
von Integralen giebt in systematischer Darstellung: 
Lie-Engel, Transformationsgruppen Bd. L (s. o.) 

728 — 783. Über Komplexe nnd Kongruenzen vergL: 
Kummer, Allgemeine Theorie der geradlinigen Strahlensysteme, 

Joum. f. MaUi. 57, S. 189—230, sowie 
S. Lie, Math. Ann. 5, S. 145—266, 

L. Bianchi, Vorlesungen über Differentialgeometrie, Leipzig 1899, 
Kap. 3C, § 122. 
783. Den Krümm ungsünien der Fläche entsprechen auf der 
Evolutenfiilche geodätische Linien. (Bianchi a. a. 0. Kap. IX.) 
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7B6. Die BotationsflAcIieii konstanter negatiTer und kon- 
stanter positivär Ertbnmung werden durch elliptische Funktionen 
dargestellt, diskntiert und in ihren Eaupttfpen abgebildet bei: 
Bianchi, Differentäalgeometrie § 99 und § 103. (s. o.) 

Tlartes Kapitel. 

760. Die Multiplikatoren einer DifieTentialgleiclmng höherer 
Ordnung behandelte neuerdings: 

L. Fnchs, Bor. d. Berl. Akad. 1888, S. lllfi— 1126. 

FBnfbaa KaplteL 

77B. Der angegebene Satz von Sturm ist ein Bestandteil 
des allgemeinen „Oscillationstheorems", das sich auf eine wichtige 
Klasse von Linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung bezieht. 
Hierüber vergl.: 

F. Poekels, Über die partielle Differentialgleichung ^u + A;'u=0, 

Leipzig 1891, 11. Teil, § 6ff., sowie namentlich 
M. Böcher, EncyklopSdie d. math. Wiss. IIA 7a Hr. 2ff., 
wo auch weitere Litteratur nachgewiesen wird. 

799. Solche Systeme Hnearer Differentialgleichungeii treten 
auf bei der Theorie der kleinen Schwingungen elastischer Systeme. 
Hierflher: 

£. J. Bouth, Die Dynamik der Systeme fester Körper, 
Leipzig 1898, Bd. U, Kap. VL 

Saohitea KaplteL i 

796 ff. Die hier gegebenen Entwickelungen gründen sich auf 
die Arbeiten ron 

L.Fuchs, Zur Tlieorie der linearen Differentialgleichungen, Joum. 
f. Math., 66 n. 68. 
Dagegen ist der in den Nrn. 807 — 809 gegebene Konvergenz- 
beweis im wesentlichen entnommen der Darstellung von 

L. Heffter, Einleitung in die Theorie der linearen Differential' 
gleichungen, Leipzig 1894, Kap. IV. 
811 ff. Bei dem hier betrachteten Ausnahmefall gleicher oder 
um ganze Zahlen differierender Wurzeln der detöniiuierenden 
Gleichung müssen in der Regel in den Integralen logarithmische 
Glieder auftreten. Hierüber vergL insbesondere: 
Heffter, Einleitung, Kap. VII u. Vm. 

811 ff. Eine weit allgemeinere und besonders wichtige Elasse 
von linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, für welche 
die in den vorhergehenden Nummern gegebenen Entwickelungen 
gelten, bietet die Theorie der „hypergeometrischen Funktionen", 
wie sie in elementarer Darstellung zu hnden ist bei: 
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B. Tricke, Analytuch-funktionentheoratuclie VorlesniigeD, Eap. VI 
§ 13 and aasfBhrliclier bei: 

Pieard, Trute d'an&ljse t. in, eh. XI, § 14 and eh. XIL 
81S tt. Die Dantellnng der hypergeometrischeii Fnnktioneii 
durch bestimmte Integrale giebt: 

E. Fricke, a. a. O. § 14, 

Pioard, Traiti lU, eh. Xn, § 6 ff. 
Weitere Beziehnngett zwischen linearen DiSerenti&lgleichnngen und 
bestünmten Integrales, inabesondere die Theorie der Laplaceschen 
Transformation entwickelt: 

Pieard, Traite IH, eh. XIV, § 9*ff. 

Blebentes KaplteL 

8S8. Die geometrische Interpretation der partiellen Differential- 
gleichnngen Termittelst der „FlSohenelement«", ihrer „Vereine" and 
der „cbarakteristiachen Streifen'* findet sich in ansftlhrlicherer Dar- 
stellimg bei: 

Lie-8cheffers, Berühnmgstnvnsformationen, Eap. XI. 

sei ff. Über das allgemeine Existenztheorem ftlr Systeme von 
beliebig Tielen partiellen Differentialgleichungen mit beliebig vielen 
Veränderlichen vergl.: 

E. Goursat, Sur l'iat^gratlon des 4qiiatlons anx derivees partieUes 

da Premier ordre, Paris 1891, eh. I. 
Jordan, Coors d'analjse, t. TU, eh. HI. 
Picard, "Sjniiii H, eh. XI, Nr. 18—20. 

AahtaB KapiteL 

866 ff. Die Integrationsmethoden Mr partielle Differential- 
gleiebungen zweiter Ordnung finden sich sehr vollständig bei: 
E. Goarsat, Le^ons sor l'integration des ^qoations aux d^riv^es 
partielles da second ordre, Paris 1896, 
wo insbesondere im Bd. I, Kap. II aoch die Theorie der Monge- 
Amp^rescben Gleichimgen ansfEkhrlich bebandelt wird. 

860. Eine EinftÜmmg in die moderne Theorie der Hinimal- 
flSchen giebt: 

Bianchi, Differentialgeometrie, Kap, XIV n. XV. 

897 ff. Für die Integration der linearen partiellen DifFarantial- 
gleichnngen nnd ihre Anwendung auf physikalische ProblenLe, ins- 
besondere auf die Theorie der Wärmeleitung und der Schwingungs- 
probleme ist za empfehlen: 

Biemann-Weber, Die partiellen Differentialgleiehongen der 
mathematisehea Physik, Braunschweig 1900, I u. IL 
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Bemerkungen. 4g9 

KennteB KaplteL 

Die graiidlegeDden Arbeiten fiber VariatioTisrechiiuiig Ton 
BernouUi, Euler, Lagrange, Legendre und' Jacobi finden 
sich ttbersetzt und erlftuteFt in: 

Ostwalds Elassiter der exakten WiBsenscbaften Nr. 46 a. 47, 
herausgegeben yon Stäckel, Leipzig 1894. 
An Lehrbüchern sind fOr die Siteren, mehr formalen Uetboden 
der YariationBrecluiniig, auf welche sieb unsere elementare Dar- 
stellung beschillnkt, immer noch zu empfehlen: 

J. H. Jellet, Calculns of variations, Dublin 1850, dtscb. von 

Sobnnse 1859. 
Moigno-LindelSf, Le^ons de calcnl differentiel et de calcol 
integral, t. IV (Galcul des variations), Paris 1861. 
Eine gedr&ngte Darstellung mit vielen Litteratninacbweisen bietet : 
Fascal-8chepp, Variationsrechnung, Leipzig 1899. 

Die erste systemaÜHohe Darstellung der gesamten Variations- 
rechnung auf Grund der modernen Methoden aber giebt; 

A. Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung, Braunschweig 1900. 
Eine elementare Einführung in die moderne Theorie im 
Y^lage dieses Lehrbuches ist in Vorbereitmig. 

876. Die hier gegebene Interpretation des Variationszeichens i 
entspricht im wesentlichen der yon Moigno-Lindelöf. Andere 
Autoren rerstehen anter &u das eiste Glied des Zuwachses, welchen 
der Ausdruck u er^brt, wenn u die kleine Änderung b erleidet, 
also dasselbe, was wir in unserer Bezeicbnungsweise mit eiu 
bezeicbneu würden. Koch andere wieder definieren die Variation SS 
eines Integrales als die Glieder erster Dimension, die sich ergeben, 
wenn man einmal die Funktion y = f {x), dann die wenig ver- 
änderte Funktion y ^^ f (x) -\- 1] {x) in S einsetzt und dann die 
Differenz dieser beiden Ausdrücke unter dem Integralzeichen nach 
Potenzen von ij, tj', i/', . . . entwickelt. Die formalen Beohnnngs- 
gesetze sind aber bei aller Verschiedenheit der Erkl&rungen im 
wesentlichen immer dieselben. 

877. Unsere Herleitung der Differentialgleichung hemht anf 
einer Idee von E. Heine. Will man aber nicht, wie hier ge- 
schehen, die Existenz der höheren Ableitmigen für die gesachte 
Funktion y ^ f(x) voraussetzen, so muTs man sich der in den 
Math. Ann., Bd. 15 entwickelten Schlnfsweise P. du Bois- 
Seymonds bedienen, die auf ein abweichendes Verfahren ä«r 
partiellen Integration gegründet ist. Eine vereinfochte Darstellung 
dieser Methode von E. Zermelo wird demn&chst ia den Math. 
Ann. erscheinen. 

878. InteresBäste Beiträge zur kritischen Untersuchung dieser 
Aufgabe finden sich zuerst bei: 

Moigno-Lindelöf, Le^ons etc. Hr. 102—105. (s.o.) 
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870. Die geometrische Eonstraktioii der BrachiBtochrone durch 
zwei gegebene Punkte findet sich schon bei Job. Bemoulß. (Oatw. 
Klass. 46, 8. 11.) 

8B8 u. 804. In den beiden hier behandelten Au^ben erhAlt 
man sowohl Uaxima als Uinima des Integrals je nach der ge- 
wAhlton Losung der Difierentialgleichung. Nur der Einfachheit 
halber wird im Text allein auf das MinimTim Bezug genommen. 
Die Unterscheidung der Maxima and Hinima läfst Bi<^ erst mit 
Hilfe der zweiten Variation oder ähnlicher Silfamittel durchfahren 
und wird daher in unserer Darstelltmg nicht berücksichtigt. Hier- 
über Tei^l. die oben nacl^ewiesene Litterator. 

886. Der Beweis fBr die am Scfalnis angegebene Eigenschaft 
des Kreises findet sich in geometaischer Form bei: 

H. A. Schwarz (GOtt. Nachr. 1884; ges. Werke II, S. 327), 
als Bestandteil des weitergebenden Beweises, dals die Engel unter 
allen geschlossenen FlAchen der gleichen Oberflfiche .das gröfste 
Volumen besitzt. Einen sehr einlachen Beweis mit Hilfe der 
Fonriersohen Reihen giebt neuerdings: 

Hnrwitz, Gomptea Bendus GXXII p. 401—403. 

898. Es bandelt sich hier nm das „allgemeine Problem der 
Variationsrechnung". Dalb auch hier die Unltiplikatorenmethode 
auf die richtigen DiSerentialgleichungen fShrt, zeigt: 

A.Mayer in den Math. Ann. 26, sowie Tnrksma(Math.Ann.47), 
vergl. auch Eneaer, Lehrbuch, Abschn. Vü. 
800. Die weitere Theorie der geodätischen Linien vom 
fl&chentheoretischen Standpunkte ist nachznseben bei: 

L. Biauchi, Differentialgeometrie, Kap, VL 
und findet sich sehr vollst^dig bei: 

G. Darbonx, Theorie g^n^rale des surfaces, Paris 1887, 
Livre V n. VI. 

002, Die Theorie der „zweiten Variation" wurde begründet 
von Legendre (Ostw. Elass. 47, S. 57), der das Eriterium zur 
Unterscheidung der Maxima und Minima aufstellte, and weiter aus- 
gebildet von J&cobi (ibid. B. 77), der zuerst die Beschränkung 
des Integrationsintervalles Six jede Lösung der Differentialgleichung 
als notwendig fOr das Bestehen eines Maximums oder Mhiimnms 
nachwies, and findet sich ansMhrlich dargestellt z. B. bei: 

Moigno-Lindelöf, 1. c. Le9on Vm. 
Fflr die neueren Methoden von Weierstrals dagegen kommt bis- 
her ausschliefslich das genannte Kneeersche Lehrbuch, und zwar 
hauptsächlich in seinem dritten Abschnitte, in Betracht. 
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Sachregieter za Band III. 



(Dia ZsUen b«deat«ii dla ] 



Absolute TariationBprobleine 891. 

Abwickelbare Flächen, lute- 
gration ihrer Differentialgleichung 
864. 

Additionstheoreme, des Loga- 
rithmus 683, des Arcus Tangens 
6S4, des Arena Sinus 686, des 
elUptiachen Integrales erster Gat- 
tung 686 — 687. 

Aequatio directrix einer Be- 
rührnngstranafotmation 713. 

Allgemeinea Integral einer ge- 
vShnlicben Differentialgleichung 
erster Ordaong 668, einer linearen 
partieUen Differentialgleichung 
821—822, mit beliebig vielen 
Teranderlichen 826; einer parti- 
ellen Differentdalgleiobung erster 
Ordnnng 886, 

Anfangsbedingungen einer 
Differentialgleichung erster Ord- 
nung 668, bei partiellen Differen- 
tial gleichnngen 861 — S65. 

Anfangskons tasten, willkär- 
liche 660. 

Arcus Sinus, Additionstheorem 
686. 

ArcnBTangens, Additionstheorem 
684. 

B. 

Berührung stransformation, 
Definition und Beispiel 712, 
aequatio direotrix 713, Anwen- 
dungen auf Differentialgleichun- 
gen 714-717. 

Bestimmte Integrale als 
Losungen von Dinerentialglei- 
cbongen 815- 816, Berechnung 
durch Differentialgleichungen 811, 
zur Integration partieller Diffe- 
rentialgleichungen 872. 



leiTi dei alnielssn AitOaL) 

Bestimmtheitsstelle 806. 
Bild einer Eurre durch eine Be- 

rflhrungstransformation 712. 
Braohistochrone 87B, im Raune 

BBS. 
Brennfläche einer Eurvenkon- 

gmenE 729. 
Brennliaie der Eongmens 729. 



Cauchys Methode zur Int^iration 
der nicht homogenen linearen 
Differeatiftlgleichang 770. 

Charakteristiken einer FlAohea- 
schsr 729, einer parüelleu Diffe- 
rentialgleichung 828. 

Charakteristische aieichung 
einer linearen Differential 
gleichnng mit konstanten Eoeffi-- 
zienten 776. 

Charakteristische Streifen 
842. 

Clairautsohe Differential- 

fleichang 711, das ihr analoge 
ystem 781. 
Cjkloide als Braohistochrone 879, 
in Enlers Yariationsproblem 886. 
Cylinderfl&chen 626. 



D'Alemberts Methode fOr viel- 
fache Wurzeln der charakteristi- 
schen Gleichung 778. 

Determinante zweier Funktionen 
724, beliebig violer Funktionen 
726, von nLOsuugen eines linearen 
Systemes 791. 

Determinierende Gleichnng 
806. 

DeveloppabeleFl&chen, Diffe- 



eloppabeleFUchei 
eichung 864. 
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Differentialffleichan^eiL, De- 
finitioa and Eiuteilnu^ 667, erater 
Ordnung fibS, Riocstiflcbe 697, 
698; Jacobiscbe 701, ClairaTitsche 
711, S^vteme von DifFereatial- 
gleichnngen 718, höherer Ord- 
anng 7S8ff., lineare 766, partielle 
819, Monge -Ampferesciie 856, 
lineare partielle 867. 

Diakriminantenfl&clie 7S8. 

DiBkriminantenknrTe als sin- 
nil&ce LOBang 666 — G67, als Ort 
det Spiteeu 669. 

DopitelTerh&ltnii, inT&riant bei 
projektiven Tranifömiatdonea 697. 

Dnalität T13. 



Einhdllende als iingol&re LOtnn- 
gen 668, Flächen 799. 

Elemente einer partiellen Diffe- 
rentialgleichung 88S. 

Elimination einer willkQrliclien 
Eouataaten 668, ans linearen 
STstemen 786, einer willküTlichen 
Fnnition 821. 

ElliptiacheB Integral erster 
Qattong, Additionstheorem 686. 

Enveloppe ^^ Einhüllende 668. 

Erlaubte Enrren n.Vari&tionen887. 

Enleri Variationaproblem 885. 

Evolnte, Fläche zwiscben ihr nnd 
der Knrre 885. 

ETolatenfläche T8S. 

ExiBtenztheoreme f9r die ex- 
plicite gewöhnliche Differentlal- 
gleichong erster Ordnung 660, 
mr die impticite Funktion 661 
bis 662, die implicite DüFerential- 
gleichung 663, för den Multi- 

Slikator 689, ftr Systeme erster 
rdnnng 719 ff., fSz lineare Diffe- 
renti&Igleiohnngen 796 ff., fSr 
partielle Differentialgleichungen 
861 ff. 
Exponent, der za einem Integrale 
gehört 807. 

P. 

Fl&che, zwischen Eorre und Evo- 
Inte 886, grsrate bei gegebener 
BogenMnge 896. 

Fläch enefement 823. 

Fl&ohenfamilien, Differential' 
gleichnngen S26— 829, znr Inter- 
pretation der Monge- Ampäreschen 
Gleichnngen 861. 



Fnndamentalsystem von Inte- 
gralen einer linearen Differential- 
gleichaug 768, eineB linearen 
STBtemeB 791. 

Fnnlctionaldeterminante 724 
bU 786. 

Fnnktionenbereich 873. 



Gebiet eines Fonktes 796. 

Geod&tiscbe Linien 900. 

OewOhnlicbe Differential- 
gleichlingen 667. 

Gleichzeitige Variation 886. 

Glied, Eweites einer linearen Diffe- 
rentialgleichung T66. 

Grenzen, ihreVariation 887, 

Grenzglieder 883. 

Grenabedingnngen 887. 

Grenzknrven 888. 



HanptdeterminanteTonflFonk' 
tionen 768. 

Homogene Differeatialgleichong 
678, ihr Mtiltiplikator 691, homo- 
gene lineare Differentialglei- 
chung 766. 

Homogene Yariabele in der 
JEMobischen Differentialgleichung 
702. 

I. 

IdentischeTransformation708. 

Implicite Differentialglei- 



chui 



; 663 



Implicite Funktion einer Ver- 
änderlichen 661, mehrerer Vari»- 
belen 662, definiert dnrch ein 
SjBtemT0nQIeichnngen720 — 731. 

Infinitesimale Tranaformation 
703ff. 

Integrabilitätsbedingung 8S1. 

Integrale oder Integral- 
gleichungen 667, allgemeine 
nnd partikulare einer Differential- 
gleichung erster Ordnung 668, 
uitegralkTttre 669, Existenz 660, 
Integralgleichungen fib S^rateme 
ersträ Ordnung 718, TollBlÄndige 
Systeme yon Integralen 788, voü- 
ständige und intermediäre Inte- 
grale einer Differentialgleichung 
höherer Ordnung ISi, bestimmte 
Integrale als Lösungen von Diffe- 
rentialgleichnngen 816, ihre Be- 
rechnung durch Differeittialglei- 
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chnngen 817, als LCBiingen von 
partieUen Differentialgleichnngeu 

iDtegialfläclieii 838. 
Integialknrren 669. 

Integrierender Paktor = Miati- 
pljkatoi 689 

InteTmediärefl Integral 7Si, 
einer Monge -Ampfereechen Diffe- 
rentialgleichung 856. 

lovarianK gegenüber infiniteBi- 
nialen TranBfonnationen 701. 

Involutorische Beziehung 8SS. 

InvetBe Transformation 708, 709. 

Ifloperimetriacbe Probleme 891, 
aUgemeinere 897. 



Jaoobieche Differential- 
gleichung 701—702. 

JacobiBche Beterminante = 
Fnnktionaldeterminante 7S1. 

JacobiBche SjBtemo 701ff., 709. 

K. 

Kegelfl&oben, Differentialglei- 

cbung 837. 
Eettenlinie 878, 898. 
Komplex, Eurrenkomplex 861. 
Kongruenz, KiuTenkongmenz 799. 
Konoid flächen, DifFerentialglei- 

chnng 828. 
ErümmangsknrTen, einet Fläche 

zweiter Ordnnng 789, 76S. 
KrümmangBiadinB ale Fnnktion 

der Abaciaae oder der Normalen 

762—764. 
Efirzeate Linien im Ranme 881, 

anf Flächen 900. 



Lagrange a Methode znr Inte- 
gration der nicht homogenen 
linearen Differentialgleichnng769. 

Lagrangesche Differential- 
gleicnnng einea Variationapro- 
blems 877. 

LagrangeBcher FaktorS87,892, 
898. 

Lebendige Kraft, Prinzip 746. 

Legendr eache Tranaformation 
866. 

Lineare Differentialglei- 
ohTing erster Ordnnng 676, be- 
liebiger Ordnung 766, zweiter 
Ordnung 774—776, mit fcon- 
atanten Eoe^ienten 776; Sj- 
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steme 786 ff.; Reihenentwicke- 
Inngen an regiilärer Stelle 796ff., 
an aingnlBrer 799 ff.; lineare 
partielle Differentialglei- 
chung oTBter Ordnnng mit 
Ewei unabhängi^n Tariabelen 
831, mit beliebig vielen 834, 
lutegrationametbode für lineare 
partielle Differentialgleichungen 
886 ff.; Existenztheoreme 861 big 
869, fttr lineare Sjateme 864; 
lineare partieUe Differentialglei- 
chungen höherer Ordnung 867 ff. 

Lineare Sjateme von l^eren- 
tialgleicbungen 786 ff. 

LogarithmtiB, Additionatheorem 
68S. 

Linienelement 669. 

K. 

Maximum oder Minimum einee 
Integralea 878, abaolntea nnd re- 
latives 891. 

Minimalflächea, Differential- 
gleichnng 866. 

Minimale Botationafläche 878, 
878, ala iBoperimetriacheH Pro- 
blem 898. 

Monge - Amp^reache Qlei- 
ch«! 

Multi. 
gleiohung erster Ordnung 
seine ^ometrische Bedeutung 
706, einer Differentialgleichung 
hSherer Ordnnng 760. 

N. 

Nebenbedingungen, isoperi- 
metrische 891 , anderBartige 898. 

Normalen einer FUche 7S2. 

Nulla teilen der Integrale einer 
linearen D ifferentialgleichung 776. 

0. 

Ordnung einer Differentialglei- 

ehang 667. 
Orthogonale Trajektorien679, 

einer beweglichea Ebene 764. 

P. 

ParallelknrTen 707. 

Parameter einer Transformation 
70S, einer projektiven 708. 

Partielle Differentialglei- 
chungen 667, Grandbegri^819, 
lineare mit zwei unabhängigen 
Tei^derlichen 821, geometnacbe 
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Deutnng 8S8, mit beliebift vielen 
Variabelen 884; Integntion dei 
pkrtielleD Difierentialgleiolnmg 
eriter Ordnniig 8SG ff. , h&herer 
Ordnung 866 ff, ; EzütenEÜieo- 
reme fSr partielle Differential- 
gleiohTmgen and Sjateme 8C1 big 
866. 

Partiknlftie LOrangen oder late- 
^sle 608. 

Projektive Besiehnng zweier 
Iticlitiingen 8SS. 

Projektive Transformation 
der Geraden 706, der Ebene TOe. 



Q n a d ratnr en 671, niederholte TU. 



einea Sjetemes erater Ordnong 
718, T38ff., einer Differentil^ 
gleiohnug bOlierer Ordnung 796, 
einer piütieUen Differenti&lglei- 
chnnc eriter Ordnnng 819. 

Singnllre Pnnkte einer Diffe- 
rentialgleichnng erster Ordnong 
696, Beihenentwi(^elnnffen an 
finrallLrea Stellen einer Unearea 
Differentialgleichong T99ff. 

S^eteme von Differentialgleichnn- 
gen 667, STiteme erster Ordnung 
716ff., lineare Sjsteme T85ff., 
Sjvteme von linearen pattieUen 
DifferentiftlgleicHnngen 861. 

Streifen, charakterjiitieche 813. 



Banmkarve, kOrseste 881. 

Relative YariatiooBprobleme 891. 

Redaktion der Ordnung einer 
linearen Differeatialgleichnng 766, 
771—778, 

Reihenentwickelangen für die 
LOanngen linearer Differential- 
gleiohnngen an reguUren Stellen 
79« ff., an aingul&ren Stellen 799 ff., 
ftlr lineare partielle Differential- 
gleichimgen 867 ff. 

Riccatiache Gleichung, all- 
gemeine 697, ipezieUe 696, Tr&ns- 
fonnatian 699, integrabele Fälle 
TOO, projektive Eigenachaft 708; 
die EUiuivalente lineare Gleichung 
766, ihre Integration 801. 

RotationsfLächeuTonkonatanter 
mittlerer KrOmmong 766, von 
konatanter Krümmung 766, von 
kleinster Oberfläche 878, 878, die- 
selben mit isoperimetriacher Ne- 
benbedingnng 898, von kleiuatem 
Voiumen694, von gegebenem Volu- 
men und kleinster Oberfläche 896. 

SQokkehrkurve einer Flächen- 
aohar 729. 

8. 

SchwingendeSaite, Differential- 

Sleichung 862, 86S, 869. 
iwingung, Differentialglei- 
chung der freien Schwingung 717. 
Simultane Differentialgleichan- 

gen, aimultane Systeme 667. 
Singnl&re Losungen oder Inte- 
grale 668, einer DifferentiaJ- 
gleichnng erster Ordnung 661 ff.. 



Tayloracher Satz, 






Totale Differentialgleichui^en 667 , 
mit Ewei nnabh&n^gen Tanahelen 
881 ff. 

Trajektorien 679. 

Tranaformation, infiniteaimale 
7 OS, projektive, identische, inveree 
708, 709, Legendreaohe 836. 

Trennnng der Tariabelen 671. 

TT. 

Daabhängige Integrale 738. 



Variation, Begriff 871, Zeichen 9 
876. 

Variation der Eonatanten 770. 

Variationarechnang 87S. 

Variatiouaprobleme, abaolnte 
und relative 891. 

Vielfache Wurzeln der charak- 
teristiachen Gleichung 176, 778. 

Vollatändige Integrale oder 
LSanngen 866, von partiellen 
Differentialgleichungea erster 
Ordnung 886. 

Vollatändige Systeme von Inte- 
gralen 728. 



W&rmeleitung, Differentialglei- 
chung 871, 872. 

Willkürliche Funktionen in 
den LOaungen partieller Diffe- 
rentialgleichungen 619 ff., 886; 
bei Beihenent wickelangen 6 GS. 

TF-Knrven 702, 709. 
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Berichtigungen zn Band I. 

(Vet^l. die Berichtignngea am Ende von Band n.) 

Xn, Z. 82 t. a. lies „Evolvente" statt „Evolente". 

80, Fig. 14. der E^iTTenast rechts sollte sich nicht von der te-Achse entfernen. 

21, Z. 4T. '■ "■■ ■ ■■ 



22, Z. 9 
81, Z. 8 T. 0. 

Z.IOt. 0. 

Z.Uv. 

3.43, Z. 9 t. 



lies „11" statt „6". 

lies „sinx" statt „cosxBina;". 

lies „1" statt „coBic". 

ist „limcosx=l und" xa streichen. 



1. lies „F{X)" statt „F(X^)". 
3.44,Z.llT.a. ist „—f'(x, Jx)'' zn streichen. 

8.64.Z. 9T.u.Ues (^-|)"''rtatt g")*"- 

8.66,Z.18v.a. fehlt am Ende die ninde Klammer von ^(m, v). 

8.GT, Z. Gv.n. lies „Ferner hahe^(w,c) nebat den beiden ÄbleitongeQ nach 
u und in der Umgehong der ent^recbeuden Stelle «, e be- 
stimmte endliche Werte nnd sie seien stetig als Ftinktionen" 
statt „Ferner . . . Fonktion". 

8.58, Z.lOv.n. lies „denen, welche" statt „der, welche". 

8.66, Z. 7t. 0. lies „=:j^" statt „=1". 

8.71, Z.lOv.o. Hinter „positiv" füge hinzn: „solange man y zwischen 



._nnd+- 



wfthlt". 



Z.15T. o. dasselbe. 

Z. 4t. n. Hinter „bestimmte" fOge hinza; „tofem man sich auf den 
angegebenen Yariabilil^tsbereich beschrfi^tt". 

■Z. 2t. n. lies „die Ableitung" statt „Ableihmgen". 
8.80,Z.10v.n. Kes zweimal „/m(3;)" sUtt „ f <■'*'' lif)". 

Z. iv.n. lies „(4)" statt „(3)". 
8.91, Z. 4T.n. Kes „dv''dv^dv}^" statt „dx'dyPdg^"- 
B.98, Z.IB— 21 T, o. „zweiten" nnd „ersten " zu vertauschen. 

Z.2ST. 0. lies am Ende „«ti'"+"" statt „«»'"'". 
S.9G, Z. 6 v.u. Hei „und m anderen Ter&nderlichen u,, .. .ym, die fSr 
jedes gewählte x aus den m Gleichungen bestimmt sind. S!s 
igt also, weil" statt „nnd m. .. weil". 

8.96,Z. 7T.0. Ues ^, ^,...^" statt „du,, dy„...dt/„". 
' „dx dx dx " "" *" '™ 

Z. 7t, n. In Qleiohiing (1) fehlt das „=" Zeichen. 
8.97, Z. 7T.n. lies „das" statt „daß". 

B.9S,Z. Iv.o. lies „Die Einfflhrong anderer unabhängiger" statt „Die 
ijidemng . .". 
Z. 4t. o. Vor der Gleichnng fehlt „(1)"- 
Z. 7 t. o. Vor der Gleichnng fehlt „(2)". 
Z. 4T.n. lies „(8'), (4'), (6')" statt „(8), (4), (6)". 
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Berichtigongeo. 
8. 99, Z. 4t.o. lies 






8.106,Z.17t. 0. liea 5- statt ,^ 

3.107, Z.lfi 7.0. liea „Fonktioii w" statt „Fmüddon 41h". 

Z. 7T.n. Hinter Qleichimg (2) fOge binzo: „wox.y.. 
Tamble eein mögen". 
8.108, Z. Ov.o. Um „T8" riaU „71". 

Z.16r. o. lie« „88" ertatt „71". 
8.100,Z.llT. 



8.116, Z.ISt.o. lies „dieier Produkte" statt „mit diesen ^odnkten". 
8.ia7,Z. *v.o, Ues 1^ " riatt |^"- 
S.1S8, Z. 8 t, o. lies „Tnnktioneii" statt „Fimktion". 
8.139, Z.12 v.o. lies „[ p* I" statt „r»". 

S. 14S, Z.12 T. o. lies „auch die TOigelegte Beibe bei diesen Werten von 
Q divergent", statt „auch . . . divergent". 
Z. iT.n. Ues „-l<a;<l" statt -l<a:^l". 
S.144, Z. 9t. o. lies „kleiner oder grOfBer" statt „grOfser oder kleiner". 

Z.6T.n.lie8 — ^ + ~ -" rtatt —^ A- ^-^-z-"- 
„4<i-S ' 411 — 1 ,4n— 1 ' 4» — 8 

8.148, Z.lß v.o. lies „(1)" statt- „(2)". 
S. 159, Z. 8 v.u. lies +i-" statt +^4-" 
8.1C9, Z.lSv. o. lies „nach konver^ert" statt „0 wird". 

Z.14T.0. lies „schliefilich behebig klein" statt „schlielslich 0" 

8.177.Z.1AV....U« V W, .t.« - V ,;( ■ 

S.181,Z. Sv.o. lies „man sagt dann" statt „d.h." 
Z. Sr.n. vor den Brach ist „lim" zn setzen. 

8.188, Z. 6 v.o. lies „nach Analogie von" statt „nach". 

S.189,Z.1St. n. fehlt vor -^ die Klammer. 

S.191,Z. 9v.o. hinter „allen" schiebe ein: „von Terschiedeoen". 

S.iSS, Z. 6 t. o. lies „liefert" statt „liefern" 

S.225,Z14t 0. lieB„.4 = I20*" statt „o=iaO"". 

S.287,Z. 8t. n. ües „(llö)" statt „(114)". 

S.246, Z. Iv.n. lies „«," statt „x,". 

S.249,Z. 6 t. o. lies „l^angente" rtatt „Tangenet". 

3.268, Z. 4t.o. lies „a^ + Oja!" statt „00=1», «". 

8.269,Z. 7T.n. lies „6,-.j( V' statt „6,- ( )„". 

8.280, Z. 8t.o. lies „Nr. 199" statt „Nr- 200". 

8.299, Z. St.d. lies a, 6" statt „a^, 6,". 

8.840, Z. 9T.n. ist „VerhältuisBe der" wegzolaasen. 

S.841, Z. 7V.U. lies „eine Enrre" statt „einer Eorre". 

8.847,Z. 8t.o. lies „fOz .de = 0" statt „flJr für ^ö-O". 

S.864,Z. 2n.4T.u.Hea ^"statt ^"■ 

8.860, Z. 8t.o. lies „und der" statt „nnd die der". 

Z. Ov.o. Ues „unserer Plftche" statt „von nnaerer PK:Che" 
S.861,Z. St.d. Ues „Konstanten" statt „Konstante". 

Z. St.u. Ues „(18)" statt „(12)". 
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Z. 1 T. n- lies 
Z. 8 v.o. lies 


,e" statt .,«,". 
,«," atatt „e". 


Z. 9T.o.r™ 


,« = c + y^" atatt „e = -J^". 


Z. 7 V. o. Ues 
Z. 7T.0. liei 
Z.llv.n. liea 
Z.lSv.o. liea 


,e,""' atatt „«'"". 
,(11)" atatt „(8/'. 
,ds„ atatt „C. 


Z. ST.n. liea 


]/l-^" atatt j/l-^". 


Z.ieT.o. lies 


iü" statt '^"' 

,Nr.278" atatt „Nr.a74". 

,Nr.290" statt „Nr.289". 

,Nr.888" Htatt „Nr.393". 

,wir" statt „wie". 

y, i)" hinter „punkte" einzuaetaen. 

,(l+J'' + 9")"' rtatt ,.(l+p* + 9')". 

,coaa coaB, + coa^ coaft + coay cosj-, =0 


Z.16 T. 0. Ues 
Z. 6T.n. liei 
Z. Bt-ti. üea 
Z.lOv.n. ües 
Z. 6 v.o. „(X, 
Z.187.TI, liea 
Z.16 V- 0. Uea 



9, Z.12 V. 
0,Z.Ut. 
1,Z.10t. 



'liea „loindtehiefe" statt ,^gekrämmte". 

. ist „wenn a'ß'~b'a' nicht null iat" wegsnlasseu. 

■ aiel Hein. 



7, Z.17v. o. lies „T^chaffen" atatt „machen". 
9,Z.llT.n. liea „ihre Anzahl" atatt „ihre Zahl". 
0,Z. 2 t. o. lies „<" statt „^". 

Z. 5 v.o. liea „^^ statt„<^- 

7, Z. 10 v.o. liea das erate Mal „:^" statt „<". 

9,Z. IfF. mnB ea heifaen; „Wählen wir jetzt eine Zahl r, so, daTa 
I £] <r,<;r iat und darauf fc ao, dafs noch | £| + lA | <Cr^^ iat, 
so wird die Klammer in (6), abaolnt genommen, ^■•■". 
Z. 7t. o. liea daa erate Mal „=" atatt „<". 

D,Z.18t.o. liea daa erate Mal „<" statt „<". 

6, Fig. 80. Die kleine 1 neben bk ist su sireichen. 

8,Z. Sv.u. liea „am" statt „(i-j- «)"•". 

7,Z. 6 v.o. lieg „=-1" statt „=1". 
Z. 9.v.ii,lieB„867"Btatt„866". 

6,Z.llT.o. lies „ifiCa!,yjt" atatt „ijj(a;, y)". 

2, Z. 3 v.u. lies „also die" statt „oisotjie". 

a.Z.llT. 0. liea „Ist" statt „Is':. 

Z.12T. 0. lies ,,wir ihr eine" statt „wir eine". 

G, Fig. 8S rechts iat falsch gezeichnet: die punktierten Qeiaden tan- 
gieren iUlachlicherweise nicht; anfaerdem lies rechts oben„d,w" 
atatt „J,w" nnd „J^w'^ statt des rechte stehenden „J,w". 

2, Z, 4 — It. n. Hinter „Eonat" iat immer ein Punkt zn aeteen. 

8, Z. 7 v.u. liea „C.Jordan" statt „J. Jordan". 
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8. 7,Z.18t.u. lies „(«■-!, a:)" statt „(*, aw-i)". 
8. 8,Z. 8t. o. Um „-Fn(^, *,)" statt „< J'.C«, x^". 

8. 9,Z. Sv.o. lies am SchlofB „z'«.— i; x" at&U „x'p;x". 
8. H,Z. iT.o. lies „<.F(x;!c,y' atatt „:^ FC*', an)". 
Z. 9T.0. lie« „F{«',ai)=" statt „Fi;«', äs)«". 

8. SS,Z. iT.o. iit Ju^dx-\- vorn hinzozafBgeD. 



8. 88,Z.18».n. 

8. il,Z.iOT.o. 

8. 48, Z. 2T.n. 

8. 6S,Z.10t. 0. 

8. 65, Z. iT.n, 

8. (i9,Z. St.o. 

S. 71, Z. Tt.o. 

B. 76, Z. 7 v.o. 

S. 79,Z.llT.o. 

S. 80,Z.lDT.n. 

8. 8b, Z. »T.n. 

8. 87, Z. 7t.o. 

Z. 9 t. 0. 
8. B7,Z. 8t.o 
8.101, Z.IOt.i 
8.106, Z. 4 t. 1 
S.111,Z. 7t.i 
8.132,Z. 8t.( 
S.124, Z. 7t,i 
8.1SS,Z.14t,< 
8.177,2. 10 T,i 
S.19S,Z.16t.i 
8.a06,Z. 8t,c 

5.206, Z. 7 t.. 

8.207, Z.16T.1 
S.S09, Z.IOt. I 
8.221, Z. 7 t. ( 
8.227, Z. 6t.i 
8.269, Z. 7 t. < 
S.260, Z. 8t.i 



sowie Z.8T.a.lies „gliedweise" statt „teilweise". 

liea „Beispiel" statt „Beispiele". 

lies „F(x, Z)dx" statt „F{x, S)dt". 

lies „Fnnktioneii" statt „Fonktioii". 

liea im Kenner dea Brache* „n'" statt „I"'. 

Bei dem Integral links lies „x'dx" statt „dx". 

lies „—cos" statt „cos". 

lies „447" statt „466". 

lies „<iiV" statt „dx". 

lies „Nr. 417" statt „Nr. 467". 

liee „Anweadong." statt „Anwendungen . 1". 

Uee if^V* statt if^,Y'. 



Ues „ 



x-P" I 



Am Schlafs sind noch Pnnkte „. . ." an setaen. 

Im 2. Integranden lies „Sa" statt „du'K 

lies „Gliedes" statt „KoeffiKienten". 

lies „-^" statt „-i". 

lies „r{l+3;).r{l-a:)"^att „r(l+a!) + r{l-a;)". 

lies „27,037176" statt „27,017176". 

Der Satz „Der Betrag . . . 2d" ist za streichen. 

liea „|e|<B" statt „|e|<0". 

liea „648" statt „549". 

üea „222" tia,tt „221". 

lies „k*" und „t^" statt „ St*" tind „6t*". 

liea im Nennet von sin i' ,.yn{n + 2y' statt „Vw^n+l)". 

lies „(10)" statt „(1)". 

lieg „jF" statt „S". 

Hes „/•i(x, y)" statt „/■;(«, y)". 



1. 1 v.u. lies „8« 

;, iT 



' statt „2«&'" 



. lies „i,(i)da;,'' ''*^^ X^Wdx^". 

S.811,Z. iT.n. lies JatAttf". 

S.812,Z. 4T.n. lies „linken" statt „rechten". 

S.818,Z.18t.o. ist links ein „-" zniufägen. 

8.817, Z. 14t. o. Ues „in" statt „in in". 

S.326,Z.14T.n. lies „VH" statt „TI". 

8.880, Z.13T.0. lies ,X' b**** .iH". 

S.881, Z.llT.n. lies „Weg ma den Nollpunkt" statt „Weg". 
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